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تُ�ستخدم المتباينات ب�سور مختلفةٍ في حياتنا مثلَ حدود ال�سرعة الم�سموح بها  على الطرق، 
و عدد الر�سائل المجانية ال�سهرية التي ي�سمح لك باإر�سالها من هاتفك الخلوي، واأق�سى ارتفاع 
ل�سيارة يمكنها المرور تحت ج�سر. وتُ�ستخدم المعادلات في حل تلك المتباينات وفي تطبيقات 
حياتية اقت�سادية كثيرة. اإن معرفة تف�سير لغة المتباينات والمعادلات خطوة مهمة نحو تعلم كيفية 
حلها وتبرير الاإجابات في �سياق الم�ساألة الحياتية. في هذه الوحدة �سوف تتعرف على نظريات 

ت�ساعدك في حلِّ المعادلات ذات الدرجات العليا، وت�ستخدمها  في حل متباينات غير خطية. 

المعادلات والمتباينات
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:≈∏Y اQOÉb ¿ƒكj ¿Cا IóMƒال √òg ة°SاQO ó©H ÖلÉ£ال øe ™bƒàj

ف نظريتي الباقي والعامل ، وا�ستخدامها في تحليل كثيرات الحدود واإيجاد اأ�سفارها. tتعر 
 اإيجاد �سي≠ مكافئة لتعابير ن�سبية ، كلw من ب�سطها ومقامها كثيرات حدود.

 حلt معادلات غير خطية بالتحليل والر�سم البياني .
 حلt م�سائل حياتية تتعلق بكثيرات الحدود ، وتبرير الحل.
 حلt متباينات غير خطية بمتغير واحد حتى الدرجة الثالثة.

Equation and Inequalities
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رت �سركة تكلفة اإنتاج �س من الوحدات بكثير الحدود 03^0 �س2 + 4 �س + 1000 دينار. قدّن
اكتب تعبيرًا جبرياً يمثل متو�سط التكلفة للوحدة  الواحدة.

ت�ساوي درجة  اأو  من  اأقل  اآخر. درجته  كثير حدود  كثير حدود على  ق�سمة  كيفية   تعلمت 
المق�سوم با�ستخدام خوارزمية الق�سمة الطويلة، كما في المثال الاآتي:

     مثال )1(

جد خارج وباقي ق�سمة ق)�س( = 4 �س2 +  5 �س3 – 7 على هـ )�س( = �س2 + 3 �س – 1
ثم تحقق من �سحة الحل.

الحل
ا�ستخدم خوارزمية الق�سمة الطويلة باتباع الخطوات الاآتية:

رتب حدود الاقترانين تنازليا ح�سب قوi �س.     )1
اق�سم الحد الاأول في المق�سوم على الحد الاأول في   )2

ا اأولًا في خارج الق�سمة. vالمق�سوم عليه، و�سع الناتج حد  
ا�سرب المق�سوم عليه بالناتج الذي ح�سلت عليه في   )3

      الخطوة )2( واطرح الناتج.

5�س–11
5�س3+4�س2–7

5�س3+15�س2–5�س
–11�س2+5�س–7

38�س–18
–11�س2–33�س+11

�س2+3�س–1

äÉLÉàæال
مُ كثيرات الحدود. • تَقْ�سِ

كثيرات  تحليل  في  والعامل  الباقي  نظرية  ت�ستخدم   •
الحدود واإيجاد اأ�سفارها.

• تتعرف نظرية الباقي والعامل. 
• تحلل كثيرات الحدود اإلى عواملها الاأولية.

Division of Polynomials

Polynomials           الفصل الأول كثيرات الحدود  

-

-

ًأولا: قسمة كثيرات الحدود   
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كرر الخطوتين )2( ، )3( حتى تح�سل على باقٍ درجتُهُ اأقل من درجة المق�سوم عليه.   )4
خارج الق�سمة هو 5 �س – 11 وباقي الق�سمة 38 �س – 18.

التحقق من �سحة الحل:
)5 �س– 11( ) �س2 + 3 �س – 1( + ) 38 �س – 18( = 5 �س3 +4 �س2 – 7
يمكنك فك الطرف الاأيمن من المعادلة وتب�سيطه لتح�سل على الطرف الاأي�سر.

         تذكر
لاأي عددين �سحيحين موجبين ب، جـ يوجد عددان وحيدان غير �سالبين م، ر

0 ≥ ر > جـ بحيث ب = م جـ  + ر    حيث 
ي�سمى م خارج ق�سمة العدد ب على العدد جـ وي�سمى ر باقي الق�سمة؛  فمثلًا 72 = 5 × 14 + 2

من الاآن ف�ساعدًا عندما نقول كثير حدود فاإننا نعني اقترانًا كثير حدود.
وكما هو الحال في الاأعداد ال�سحيحة الموجبة يمكن الربط بين كثيرات الحدود بال�سكل الاآتي: 

اإذا كان ق، هـ  كثيري حدود ، فيوجد كثيرا حدود وحيدان ك، ر بحيث يكون:
ق)�س( = ك)�س( × هـ)�س( + ر)�س( حيث 0 ≥ درجة ر> درجة هـ ، و اأن 

درجة ق = درجة ك + درجة هـ 

 تدريب )1(

ا�ستخدم خوارزمية الق�سمة الطويلة لاإيجاد خارج ق�سمة وباقي ق)�س( = �س3 – 6�س + 4
على هـ )�س( = �س – 2

¢ûbÉfh ô qكa
ما العلاقة بي درجة المق�سوم و درجة المق�سوم عليه و درجة خارج الق�سمة؟
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لقد ا�ستخدمت خوارزمية الق�سمة الطويلة لق�سمة كثيرات الحدود في المثال والتدريب ال�سابقين. 
 ¬«∏Y Ωƒ°ù≤ªd� ¿ƒµj ¿ط �أô°ûH OhóM ô«ãc ≈∏Y OhóM ô«ãc áª°ù≤d Iô°üàîe iôNأ� á≤jôW ∑Éægh
)Synthetic Division( الÑ«côà»ة  ال≥�°ªة  طريقة  الطريقة  هذه  وت�سمى  اأ(    – )�س  ال�سورة  على 

والاأمثلة الاآتية تو�سحها.

ق)�س(
هـ)�س( ( )�س( =  ق

هـ اإذا كان ق، هـ كثيري حدود، وكان هـ)�س( ≠ 0 فاإن: )

     مثال )2(

ا�ستخدم الق�سمة التركيبية لق�سمة  ق)�س( = 5 �س3 – 4 �س2 – 9 على
هـ)�س( = �س – 2

الحل
رتب معاملات حدود المق�سوم تنازليا ح�سب قوi �س     )1

عْ �سفرا معاملا للحد غير الموجود، واكتب  و�سَ  
�سفرالمقدار )�س –2( اإلى اليمين.  

اأنزل معامل الحد الاأول )5( وا�سربه في العدد )2(   )2
واكتب الناتج تحت المعامل الثاني ثم اجمع.  

هي  والثالث  والثاني  الاأول  الاأعداد  فتكون  معامل،  اآخر  اإلى  والجمع  ال†سرب  عملية  كرر   )3
معاملات حدود خارج الق�سمة والعدد الاأخير هو الباقي.
اإذن خارج الق�سمة هو 5 �س2 + 6 �س + 12 والباقي 15   

 تدريب )2(

جد خارج وباقي ق�سمة  ق)�س( = �س3 – 2 �س2 + 1 على هـ )�س( = �س+ 1
با�ستخدام الق�سمة التركيبية

معاملات المق�سوم
54–

10

0

12

9–

12 6 5

24

�سفر المق�سوم عليه

+ + +

15

2

2× 2× 2×



13

     مثال )٣(

اإذا كان ق)�س( = �س4 – 8�س3 + 2�س – 7،  هـ )�س( = �س + 1 فجد
( )�س( با�ستخدام الق�سمة التركيبية. ق

هـ ( 

الحل
باتباع الخطوات ال�سالفة الذكر في مثال )2( ينتج اأنَّ

( )�س( = �س3 – 9�س2 + 9�س – 7 ق
هـ (

18–

1–

0

9

27-

97– 9– 1

9–7
++ +

0

1–

1–×1–×1–×1–×

 تدريب )٣(

اإذا كان ق)�س( = �س4 – �س2 + 8 �س + 4،  هـ )�س( = �س + 2 فجد كلًا مما ياأتي:
)1( ) ق

هـ (  )2 ( )�س(     ق
هـ (  ) 1

+

نشاط

: á«JB’� ä�ƒ£îd� ´ÉÑuJÉH  طÉ°ûf ò«ØæJ ¬HÓW øe ÖdÉW πc øe º∏©e Ö∏W
اختر عددا غير العدد –2 ثم ا�سربه في 3 .  ) 1

اجمع الناتج الذي ح�سلت عليه في الخطوة )1( اإلى ناتج جمع العدد الذي اخترته   ) 2
مع 8.

اق�سم الناتج الذي ح�سلت عليه في الخطوة )2( على ناتج جمع العدد الذي اخترته   ) 3
مع 2 واحتفظ بالاإجابة.

بعد الانتهاء، قال المعلم لطلابه: جميعكم ح�سل على الناتج 4. 
و�سح با�ستخدام الرموز كي∞ عرف المعلم النتيجة ، ولماذا كانت موحدة عند الجميع ؟

)اإر�ساد: افر�س اأنَّ العدد الذي اخترته �س( 
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اإذا كان ق)�س( = �س5 – 6�س3 + �س2 + 8�س – 4 ،  هـ)�س( = �س2 – �س + 2، فَجد كلًا   )1
مما ياأتي:

)3( ) ق
هـ ب(  ) ( )�س(      ق

هـ اأ   (  )  

جد خارج وباقي ق�سمة كثير الحدود ق على كثير الحدود هـ في كل مما ياأتي :  )2
هـ )�س( = �س2 + 1     ، ق)�س( = �س3 – 6 �س2 – 4  اأ   ( 

هـ)�س( = �س – 2    ، ق)�س( = �س5 – 32   ب( 

ا�ستخدم الق�سمة التركيبية في اإيجاد خارج وباقي ق�سمة كثير الحدود ق على كثير الحدود   )3
هـ اإذا كان :

هـ )�س( = �س – 3   ق)�س( = �س4 – 6 �س3 + 5 �س2 + 1    ،  اأ   ( 
هـ )�س( = �س + 1   ق)�س( = �س3 – 8 �س2 + 4 �س – 10   ،  ب( 

�سجادة م�ستطيلة ال�سكل م�ساحتها تُعطى بالاقتران ق)�س( = )�س3 + 3�س2 + 16(م2. اإذا   )4
كان طول ال�سجادة )�س+ 4( م فجد عر�سها بدلالة �س. 

    تمارين و مسائل
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تعلمت في الدر�س ال�سابق اإيجاد خارج وباقي ق�سمة اقتران كثير حدود على اقتران كثير حدود اآخر. 
�ستتعرف في هـذا الـدر�س طريقــة مختـ�سرة لاإيجــاد باقي ق�سمة كثير الحدود ق عـلى كثير الحـدود 
هـ)�س( = �س – اأ  دون اإجراء عملية الق�سمة ، كما �ستتعلم طريقة للك�س∞ عن عوامل كثير حدود معطى .

The Remainder and Factor Theoremثانيًا: نظرية الباقي والعامل   

     مثال )1(

اإذا كان ق)�س( =  3 �س2 – 8 �س + 9 ، هـ )�س( = �س – 2 جد كلًا مما ياأتي:
1( باقي ق�سمة ق على هـ .

2( ق)2(. 

الحل
1(  باإجراء خطوات الق�سمة التركيبية فاإن باقي ق�سمة ق  على هـ

       ي�ساوي 5 .
2(  ق)2( = 3)2(2 – 8 × 2 + 9 = 5 .

       ماذا تلاحظ؟

نشاط

 جد باقي ق�سمة ق على هـ لكل مما ياأتي، ثم جد قيمة الاقتران ق عند النقطة المحددة.
1( ق)�س( = �س4 – 8�س2 + 4 �س +  1 ، هـ )�س( =  �س – 2   ،  عند �س = 2 

2( ق)�س( =  �س3 – 6 �س – 5      ،  هـ )�س( =  �س +1   ،  عند �س = –1 .

. 1
2 3( ق)�س( =  2 �س2 + 3 �س – 4    ،  هـ )�س( = 2�س –1  ، عند �س =  

ماذا تلاحظ ؟ 

38-

6

9

2–5 3

4–
+ +

2
2×2×

.á∏jƒ£dG áª°ù≤dG á«eRQGƒN ΩGóîà°SÉH (1) ∫ÉãŸG ‘ `g ≈∏Y ¥ áª°ùb »bÉH óL
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 »bÉÑة الjô¶f
باقي ق�سمة كثير الحدود ق على كثير الحدود هـ حيث هـ )�س( = �س – اأ  ي�ساوي ق) اأ (.

من خوارزمية الق�سمة 
ق)�س( = )�س– اأ ( ك)�س( + ر)�س( 

لكن درجة ر)�س( اأقل من درجة )�س– اأ (. اإذن ر)�س( اقتران ثابت
افر�س ر)�س( = جـ 

ق)�س( = )�س – اأ ( ك)�س( + جـ  
عند �س = اأ  ، ق) اأ ( = ) اأ – اأ ( × ك) اأ ( + جـ  ومنه ق) اأ ( = جـ 

اأي اأن ق) اأ ( ي�ساوي باقي ق�سمة ق على هـ. 
اأ ≠ 0 ب

اأ -،)       ( 
وب�سكل عام، باقي ق�سمة ق على هـ )�س( = اأ �س + ب هو ق

ب  “ثل �سفر الاقتران هـ.
اأ لاحظ اأن - 

     مثال )2(

جد باقي ق�سمة الاقتران ق على الاقتران هـ  با�ستخدام نظرية الباقي لكل ممّنا ياأتي:
1(  ق)�س( = �س3 – 2�س2 + 4      ،        هـ)�س( = �س – 3
2(  ق)�س( = �س4 – 5 �س– 6        ،        هـ)�س( = �س – 2

3(  ق )�س( = 4 �س2 – 6 �س + 5  ،        هـ)�س( = 2 �س – 1 

الحل
1(  �سفر الاقتران هـ هو 3 .

ق)3( = 33 – 2 × 23  + 4 = 27 – 18 + 4 = 13
باقي ق�سمة الاقتران ق على الاقتران هـ  ي�ساوي 13.

البرهان
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�سفر الاقتران هـ هو 2.  )2
ق)2( = 42 – 5 × 2 – 6 = 16 – 10 – 6 = 0

باقي ق�سمة الاقتران ق على الاقتران هـ  ي�ساوي �سفرًا.
. 1

2 �سفر الاقتران هـ هو  )3

 3 = 5+ 3 – 1 = 5 + 
1
2  × 6 – 2) 1

2 ( ×  4 = ) 1
2 ق)

باقي ق�سمة الاقتران ق على الاقتران هـ  ي�ساوي3 .

لاحظ في الفرع )2( من مثال )2( اأن باقي ق�سمة ق على هـ  ي�ساوي �سفرًا.
من تعري∞ عملية الق�سمة :

ق )�س( = ) �س – 2( ك)�س(. اأي اأن ) �س – 2 ( عامل من عوامل ق، وهذا ي�ساعدنا في 
الك�س∞ عن عوامل كثير حدود  كما في النظرية الاآتية:

jô¶fة ال©eÉل 
) �س– اأ ( عامل من عوامل كثير الحدود ق اإذا وفقط اإذا كان ق) اأ ( = �سفرًا.

اأولًا: اإثبات الاتجاه الاأول من النظرية:
اإذا كان) �س – اأ ( عاملا من عوامل ق فاإن ق ) اأ ( = �سفرًا.

بما اأن ) �س – اأ ( عاملا من عوامل ق ، اإذن ق يقبل الق�سمة على ) �س – اأ ( دون باقٍ.
اأي اأن ق) اأ ( = �سفرًا.

 تدريب )1(

ا�ستخدم نظرية الباقي لاإيجاد باقي ق�سمة الاقتران ق على  الاقتران هـ  في ما ياأتي:
1(  ق)�س( = �س3 – 4 �س2 – 7 ،         هـ )�س( = �س + 2 
2( ق)�س( = �س3 – 3 �س + 2    ،         هـ )�س( = �س – 1 

البرهان
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ثانيًا: اإثبات الاتجاه العك�سي من النظرية:
 اإذا كان ق) اأ ( = �سفرًا فاإن ) �س– اأ ( عاملا من عوامل ق.

ق )�س( = ) �س– اأ ( ك)�س( + ر)�س(                                             من خوارزمية الق�سمة 
لكن ر)�س( = ق ) اأ ( = �سفرًا                                                        من نظرية الباقي والفر�س

اإذن ق )�س( = ) �س– اأ ( ك)�س(
اأي اأن ) �س– اأ ( عاملٌ من عوامل ق.

     مثال )٣(

 با�ستخدام نظرية العامل اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:
1( بيّن اأن هـ )�س( = �س – 1 عاملًا من عوامل ق )�س( = 8 �س3 - 8 .

2( اإذا كان هـ ) �س( = �س + 2 عاملًا من عوامل ق)�س ( = �س3 + �س2 + ب �س - 2، فجد 
قيمة الثابت ب.

الحل
1( �سفر الاقتران هـ هو 1 ،   ق )1( = 8 × 1 3 - 8 = �سفرًا

اإذن  ) �س – 1 ( عاملًا من عوامل ق                                                 ح�سب نظرية العوامل
2( �سفر الاقتران هـ هو – 2 ، بما اأن هـ )�س( = �س + 2 عاملًا من عوامل ق)�س(، 

اإذن ق)– 2 ( = �سفرًا                                                                       ح�سب نظرية العوامل
)– 2( 3 + )– 2( 2 + ب × – 2 – 2 = 0

– 8 + 4 –  2 ب – 2 = �سفرًا 
–2 ب =  6   ومنه  ب = – 3  

 تدريب )2(

اإذا كان  هـ )�س( = �س + 1 عاملا من عوامل كثير الحدود
ق)�س( = �س 3 + 2 اأ�س2 – �س – 8 ، فجد قيمة الثابت اأ . 
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ا�ستخدم نظرية الباقي لاإيجاد باقي ق�سمة الاقتران ق على الاقتران هـ في ما ياأتي :  )1
ق)�س(  = �س3 - 4 �س2 + 3 �س  ،   هـ )�س( =  �س + 1   اأ   ( 

ق)�س( = 3 �س4 - 2 �س + 4      ،   هـ )�س ( =  2 �س - 1   ب( 
ق)�س( = 9 �س2 + 3 �س - 8      ،   هـ )�س ( =   3�س - 2   جـ( 

بيّن اإذا كان ل عاملًا من عوامل ق في كلٍّ مما ياأتي:  )2
ق)�س( = 2 �س3 + 54                          ،   ل )�س( = �س + 3  اأ   ( 

ق)�س( = 2 �س4 - 32                          ،   ل )�س( = �س - 2    ب( 
ق)�س(  = 4 �س4 - 3 �س2 + 5 �س -2 ،   ل )�س( = �س - 2    جـ( 

جد قيمة الثابت اأ التي تجعل العبارات الاآتية �سحيحة :  )3 
اأ   (  )�س - 1 ( عاملا من عوامل  ق )�س( =  �س4 - 3 �س2 + اأ �س - 6    

ب(  باقي ق�سمة ق)�س( = اأ �س2 + )اأ + 3( �س + 4 على هـ )�س( = �س +2  ي�ساوي 8 

متوازي م�ستطيلات حجمه )�س3 - 8 �س + اأ ( وحدة مكعبة ،  جد قيمة الثابت اأ التي   )4
تجعل ) �س–1( بُعدًا من اأبعاده.

اإذا كان ق)�س( = �سن –  اأن حيث ن  ط ، �أ ≠ 0 ، اأثبت اأنه :  )5
عندما يكون ن عددا زوجيا فاإن ) �س - اأ ( و) �س + اأ( عاملان من عوامل ق. اأ   ( 

عندما يكون ن عدد فرديا فاإن ) �س - اأ ( عاملٌ من عوامل ق. ب( 

    تمارين و مسائل
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بنايةٌ على �سكل متوازي م�ستطيلات حجمها �س3 + 2 �س2 - 4�س - 8 وحدة مكعبة. اإذا كان 
اأحد اأبعاد البناية )�س– 2( وحدة فجد بعديها الاآخَريْنِ بدلالة �س.

در�ست �سابقا تحليل مقادير جبرية اإلى عواملها الاأولية وبطرق تلفة مثل:
�س2 – 25   فرق بي مربعي 
�س3 + 8     مجموع مكعبي 

�س2 + 3 �س – 4   عبارة تربيعية 
�س6 – 64  فرق بي مربعي وفرق بي مكعبي.

كما در�ست نظريتي الباقي والعامل.
الاأولية  عواملها  اإلى  الحدود  كثيرات  تحليل  �سابقا في  تعلمته  ما  ت�ستخدم  �سوف  الدر�س  هذا  في 

اإ�سافة اإلى طرق جديدة لتحليل كثيرات حدود ذات درجات عليا.

قد تواجه �سعوبة في البحث عن اأ�سفار اقتران كثير الحدود من الدرجة الرابعة اأو الخام�سة اأو درجات 
اأخرi اأعلى، لذلك لا بد من طريقة �سهلة توفر الوقت والجهد في البحث عن هذه الاأ�سفار. 

      Rational Zero Theorem Ohó◊ا Òãة  لك«Ñ°�æال QÉØ°UC’ة اjô¶f
ليكن ق)�س( =  اأن �س ن  + اأ ن–1  �س ن–1 + ... + اأ1 �س + اأ0 حيث اأن ≠0 كثير حدود جميع 

�سفرًا من اأ�سفار الاقتران ق فاإن )ب(  ب
 )     (جـ

معاملاته اأعداد �سحيحة . اإذا كان العدد الن�سبي
عامل من عوامل الحد الثابت )اأ0( ، جـ عامل من عوامل المعامل الرئي�س ) اأن (.

Factoring Polynomialsثالثًا: تحليل كثيرات الحدود   

         تذكر
يكون المقدار الجبري عاملا اأوليا اإذا ⁄ يمكن تحليله اإلى مقدار جبري اأقل منه درجة، وب�سكل   )1
عام تكون العوامل الاأولية لاقترانات كثيرات الحدود اإما خطية ، اأو تربيعية مميزها عدد �سالب.

مميز المعادلة التربيعية اأ �س2 + ب �س + جـ =0 ، اأ  ≠ 0 هو: ب2 – 4 اأ جـ  )2
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     مثال )1(

 جد جميع الاأ�سفار الن�سبية المحتملة لكلٍّ من الاقترانات الاآتية.
ق)�س( = 3 �س4 – �س2 + 9 �س – 6   )1
ل)�س( = �س3 + 5�س2 – 3 �س + 14  )2

الحل
�سفرًا من اأ�سفار ق)�س( فاإنَّ )ب( عامل من عوامل – 6، جـ عامل من عوامل)3(. ب

)     (جـ
 
1( اإذا كان

قيم ب هي: ± 1، ± 2، ± 3، ± 6 
قيم جـ هي: ± 1،  ± 3

6 ± ،3 ± ، 2
3  ± ،2 ± ، 1

3 ب = ± 1، ± 
)     (جـ

 
اإذن قيم  

بما المعامل الرئي�س اأ3 = 1 فاإن الاأ�سفار الن�سبية المحتملة يجب اأن تكون من عوامل الحد الثابت 14.  )2
اإذن اأ�سفار ل)�س( الن�سبية المحتملة ± 1، ± 2، ± 7، ± 14.

 تدريب )1(

جد الاأ�سفار الن�سبية المحتملة لكل من الاقترانات الاآتية :
ق)�س( = �س3 –  8 �س2  + �س – 18   )1

ك)�س( = 2 �س5 – 3 �س4 + 2 �س + 12  )2
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     مثال )2(

حلل كثير الحدود  ق) �س( = �س5 – �س4 – �س3 – 3 �س2 + 4 اإلى عوامله الاأولية .

الحل
جد �سفرًا للاقتران ق با�ستخدام نظرية الاأ�سفار الن�سبية.

الاأ�سفار الن�سبية المحتملة ± 1، ± 2، ± 4 .
بالتجريب ق)1( = �سفر ، اأي اأن)�س – 1( عاملٌ من عوامل ق. لاإيجاد العوامل الاأخرi جد خارج 
ق�سمة ق على )�س – 1( باإحدi طريقتي الق�سمة فيكـون خـارج ق�سمـة  ق)�س( على )�س–1( هو: 

�س4 - �س2 – 4 �س-4، وبالطريقة نف�سها جد �سفر المقدار:
�س4 - �س2 – 4 �س-4 ،  الاأ�سفار المحتملة ± 1، ± 2، ± 4.

فْرٌ للمقدار. اأي اأن ) �س+1( عامل من عوامل  المقدار: بالتجريب يتبيّن اأنَّ )-1( �سِ
�س4 – �س2 – 4 �س–4

اإذن �س4 – �س2 – 4 �س– 4 = ) �س+1( ) �س3– �س2 – 4(.
اتبع الطريق نف�سها لتجد اأن: 

) �س3– �س2 – 4( = ) �س – 2( ) �س2 + �س + 2( 
المقدار التربيعي �س2 + �س + 2 لا يمكن تحليله لاأن مميزه �سالبٌ.

اإذن  �س5 – �س4 – �س3 – 3 �س2 + 4 = )�س – 1( ) �س+1( ) �س – 2( ) �س2 + �س + 2(

 تدريب )2(

حلل كثير الحدود ق)�س( = �س5 + �س4 – 2�س3 + �س2 + �س – 2  اإلى عوامله الاأولية.

¢ûbÉfh ô qكa
في المثال )2( واأثناء التجريب لاإيجاد الاأ�سفار وجد طالب ال�سفر الاأول فكان 1، وَوجد 

طالب اآخر ال�سفر الاأول فكان 2 ، فهل �ستختل∞ عوامل الاقتران؟ برر اإجابتك. 
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جد الاأ�سفار المحتملة لكل من كثيرات الحدود الاآتية:  )1
ق)�س( = 6 �س3 – 18 �س + 12 اأ   ( 

هـ )�س( = 2 �س4 – 8 �س3 – 20 �س + 30  ب( 
ل )�س( = �س5 – 4 �س2 – 3 �س – 10  جـ( 

حلل كثيرات الحدود الاآتية اإلى عواملها الاأولية:   )2
ق)�س( =  �س4 – 81 اأ   ( 

ك)�س( = 5 �س6 – 40 �س3 ب( 
هـ)�س( = �س3 + �س – 2 جـ(  

(   م )�س( =  �س3 – 2 �س2 + 3 �س + 6 د 

جد قيمة اأ التي تجعل )�س – 1( عاملا من عوامل ق)�س( = �س3 – 3 �س2 + اأ �س – 4   )3

حُلَّ الم�ساألة الواردة بداية الدر�سِ .  )4

جد كثير حدود من الدرجة الثالثة اأ�سفاره  1 ، – 2 ، 4  )5

    تمارين و مسائل
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 ∫ƒW ¿Éc GPEG.á©HQC’G  ¬YÓ°VCG  ¢ù“ å«ëH ™Hôe πNGO IôFGO  âª°S oQ
 áMÉ°ùeh ™HôŸG áMÉ°ùe ÚH áÑ°ùædG óéa ;IóMh (¢S) IôFGódG ô£b ∞°üf

.IQƒ°U §°ùHCÉH IôFGódG

∞jô©J
: s¿pEG å«ëH ∫ , `g πãe OhóM GÒãc óL oh GPEG »Ñ°ùf ¿GÎbG ¬fCÉH ¥ ¿GÎbÓd ∫É≤j

 IQƒ°U §°ùHCÉH ¥ ¿ƒµjh ,¥ ¿GÎbE’G ∫É› ‘ ¢S º«b ™«ª÷ 0 ≠ (¢S) ∫ ,
 

(¢S)`g
(¢S)∫ 

= (¢S)¥
.∫ , `g ÚH ácÎ°ûe πeGƒY óLƒj ⁄ GPEG

¢S

¢S
Ω x

¢U

0 11-4-5-      2
12
24
36

32-3-
�5�-�2

�5�-�3

12-
24-
36-

¢S

¢S

(1 – 1 ) πµ°ûdG 

     مثال (١)

.ÖÑ°ùdG qÚH  ?É¡æe πc ∫É› øª°V  á«Ñ°ùf ÒZ É¡jCGh á«Ñ°ùf á«JB’G äÉfGÎb’G øe …CG

= (¢S) `g (2      = (¢S) ¥  (1

=  (¢S) ∫ (4      =  (¢S) Ω  (3

πëdG
.OhóM Òãc ≈∏Y OhóM Òãc áª°ùb øY IQÉÑY Éª¡æe vÓ oc ¿C’ ¿É«Ñ°ùf Ω , ¥ ¿ÉfGÎb’G

 .OhóM …Òãc É°ù«d  8 + 0^2-¢S   , 1  +  ¢S  ¿C’ Ú«Ñ°ùf ÒZ ∫ , `g ¿ÉfGÎb’G

 ¢S 2  – 3¢S
1 + ¢S 3
 6

1 + 3¢S5 – 4¢S
8  +0^2-¢S

5 + ¢S7

4¢S – 2¢S
 1 +  ¢S

äÉLÉàædG                     
.»Ñ°ùædG ¿GÎb’G Ωƒ¡Øe ±ô©àJ •

.á«Ñ°ùædG äÉfGÎb’G π«∏– ‘ πeÉ©dGh »bÉÑdG »àjô¶f Ωóîà°ùJ•
.á«Ñ°ùædG äÉfGÎb’G õ«“ •

.É¡æe πc ∫É› øª°V áq«Ñ°ùf ÒHÉ©àd áÄaÉµe É¨«°U óŒ •

Rational Functions  الاقترانات النسبية الفصل الثاني

 π«∏ëàdG ¥ôW ≈dEG áaÉ°VE’ÉH πeÉ©dGh »bÉÑdG ájô¶f Ωóîà°ùJh á«Ñ°ùædG äÉfGÎb’G ¢SQódG Gòg ‘ ±ô©àà°S
.á«Ñ°ùædG äÉfGÎb’G §«°ùÑJ ‘ É¡à°SQO »àdG
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 تدريب )1(

اأي من الاقترانات الاآتية هو اقتران ن�سبي واأيها غير ن�سبيّن �سمن مجال كل منها مع ذكر ال�سبب؟
ق )�س( =          2( هـ )�س( =  )1

ل )�س( =          4( م )�س(  =  )3

     مثال )2(

اكتب �سيغا مكافئة لكل من الاقترانات الاآتية �سمن مجال كل منها باأب�سط �سورة ممكنة:

ق)�س( =           2( ل)�س( =  )1

هـ)�س( =           4( م)�س(  =  )3

الحل

�س + 2 
�س4 + 2�س3 + �س2 + 2�س

�س4 + �س2 – 15
�س – 3

�س2 – 1
2�س3 + 3�س2 – 2�س – 3

�س  �س3 – 
�س + 4

     �س + �س 
�س3 – 4�س + 1

�س4 – 6�س3 + 1 
�س2 – 4�س + 1

4 – �س2
�س3 + 1 

�س2 + 8�س + 15
�س2 +  �س – 6 

لاحظ اأنَّ المقدار: �س4 + �س2 – 15 لا يقبل الق�سمة على )�س– 3( لاأن باقي الق�سمة   )4

ل )3( = 75، اإذن م)�س( =                                باأب�سط �سورة.
�س4 + �س2 – 15

�س – 3

ق)�س( =   )1

ل)�س( =   )2

)�س – 2( )�س + 3( = 
)�س + 5( )�س + 3(

)�س – 2(
)�س + 5(

3(   هـ)�س( =

= )2�س + 3( )�س – 1()�س + 1( )2�س2 + �س - 3(
= 2�س+3)�س – 1()�س – 1( )�س + 1(

= = 1)�س + 2(
�س)�س2 + 1(�س4 + 2 �س3 + �س2 + 2 �س

)�س + 2(
�س) �س + 2( ) �س2 +1(

1

1

11

11
1

1

1-
4

3
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     مثال )٣(

يْمٌ على خط م�ستقيم بحيث يكون بعده عن نقطة البداية بعد ن دقيقة معطى بالقاعدة   يتحرك جُ�سَ
ف )ن( = )ن3 + ن2 + 6ن( قدمًا، اكتب متو�سط ال�سرعة في الفترة ] 2، �س[ بدلالة �س.

الحل
الم�سافة المقطوعة في الفترة ]2 ، �س[ 

زمن الفترة ] 2، �س[
  �س3 +  �س2 + 6 �س – 24

�س – 2 
=  �س2 + 3 �س + 12  قدم / دقيقة

متو�سط ال�سرعة في الفترة ]2 ، �س[ =

= =
ف)�س( – ف)2(

�س – 2

 تدريب )2(

اكتب �سيغًا مكافئة لكلٍّ من الاقترانات الن�سبية الاآتية �سمن مجال كل منها  باأب�سط �سورة ممكنة:

ق )�س( =          2( ل )�س( =  )1

ع )�س( =   )3

�س2 – 5 �س + 6
�س3 – 3�س2 + �س – 3

�س4 + 2�س3 + �س
�س2 + 3�س

�س3 – 8
�س2 – 4

 تدريب )٣(

 اإذا كان اقتران الاإيراد الكلي لمبيعات �س من الوحدات المنتجة من �سلعة ما هو 
د)�س( = – 2 �س2 + 60 �س دينارا، فاكتب المقدار                           باأب�سط �سورة، 

حيث ع < 2 .

د)ع( – د)2(
ع – 2
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اكتب ثلاثة اأمثلة على اقترانات ن�سبية.  )1
ميّنز الاقترانات الن�سبية من غيرها �سمن مجال كل منها في ما ياأتي مع ذكر ال�سبب:  )2

ق1)�س( =                  ب(  ق2)�س( =   اأ   ( 

جـ(  ق3)�س( =        د  (  ق4)�س( = 

هـ (  ق5)�س( =  

اكتب �سيغًا مكافئة لكلٍّ من الاقترانات الن�سبية الاآتية �سمن مجال كل منها باأب�سط �سورة ممكنة:   )3

ق)�س( =                  ب(  ق)�س( =   اأ   ( 

جـ(  ق)�س( =                   د  (  ق)�س( = 

حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.  )4

بئر ماء على �سكل متوازي م�ستطيلات طوله 4 م وعر�سه 3 م وارتفاعه 2 م ، اأُجريت عليه   )5
تو�سعة بحيث تم زيادة اأبعاده بمقدار مت�ساوٍ من الاأمتار.

بَ�سْطُهُ حجم البئر بعد التو�سعة ومقامه ارتفاع البئر بعد  اكتب الاقتران الن�سبي الذي  اأ   ( 
التو�سعة باأب�سط �سورة.

ماذا يمثل الاقتران في الفرع ) اأ (؟ ب( 

1 �س + 5
2 �س2 + 

�س + 8

�س4 + �س2 – 1
2�س3 + �س2 – 25

�س2 + �س – 2
�س3 + �س2 – �س + 2

�س – 4
2�س2 + 5�س + 12 – �س3

�س3  – �س
�س4 – 4�س3 + 3�س2

3�س3  – 3�س
�س2 – 6�س + 3

�س2 + 7�س
�س3 +  �س +    2 

6 – �س3
  �س +    �س 

    تمارين و مسائل

 8�س – 1
�س2 + 3 3   
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بالاقـــتران  يُـعـطـــى  لمبـيـعاتــه  اليـومــي  الربـــح  اأن  الحــا�سـوب  قـطـــع  لبـيع  محـل  وجـد 
ر)�س( = �س3 – 5�س2 + 4�س حيث �س عدد القطع المباعة ، ر)�س( الربح بالدينار. فاإذا كان 

ربح المحل في اأحد الاأيام 20 دينارًا ، فكم عدد القطع المباعة في ذلك اليوم؟

�سورها  والتي  والثالثة  والثانية  الاأولى  الدرجات  من  واحد  بمتغير  المعادلات  �سابقا  در�ست 
العامة كما ياأتي:

مثالالدرجةال�سورة العامة
5 �س + 2 = 0الاأولىاأ �س + ب = 0

3�س2 – �س +  9 =0الثانيةاأ �س2 + ب �س + جـ = 0
�س3 + 2 �س 2 –  �س–   5  =0الثالثةاأ �س3 + ب �س2 + جـ �س + د = 0
حيث اأ ، ب ، جـ ، د  ح ، اأ ≠0 

وب�سكل عام اإذا كان ق)�س( = اأن �س ن  +  اأن – 1  �س ن–1 + . . . + اأ1 �س + اأ0 ، اأن ≠0 كثير حدود 
من الدرجة ن فاإن  اأن �س ن  +  اأن – 1  �س ن–1 + . . . + اأ1 �س + اأOÉ©e 0 =  0لة ôeاa≥ة للاقتران ق)�س(.

äÉLÉàæال                     
• تحل معادلات غير خطية بمتغير واحد بالتحليل والر�سم البياني.

• تحل متباينات غير خطية بمتغير واحد حتى الدرجة الثالثة.
• تكتب �سيغًا مكافئة لتعابير ن�سبية با�ستخدام الك�سور الجزئية.

Solving Algebraic Equations with One Variable

حل المعادلات والمتباينات الفصل الثالث
Solving Algebraic Equations and Inequalities

         تذكر

1(  المعادلة ذات المتغير الواحد هي جملة ريا�سية تحوي متغيًرا واحدًا واإ�سارة = 
2(  حَلt المعادلة ذات المتغير الواحد يعني اإيجاد قيمة ) اأو قيم ( المتغير التي تجعل المعادلة عبارة �سحيحة. 

3(  اإذا كان حا�سل �سرب مقدارين جبريي ي�ساوي �سفرًا فاإن اأحدهما على الاأقل ي�ساوي �سفرًا.

ًأولا: حل المعادلات الجبرية بمتغير واحد   
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اتباع طرائق  التي تحققها( يمكن  المتغير  قيم  اإيجاد  اأو  اإيجاد جذورها   ( ال�سابقة  المعادلات  لحل 
متعددة منها :

التحليل اإلى العوامل ، التعوي†س ، الر�سم البياÊ ، والاأمثلة الاآتية تو�سح ذلك: 

     مثال )1(

حُلَّ المعادلة  �س3 – 6 �س2 + 11 �س – 6 = 0

الحل
حلل الاقتران ق)�س( المرافق للمعادلة اإلى عوامله الاأولية :

ق)�س( = �س3 - 6 �س2 + 11 �س – 6
ح�سب نظرية  الاأ�سفار الن�سبية فاإن الاأ�سفار الن�سبية المحتملة 

هي : ± 6، ± 3،  ± 2، 1± .
بالتجريب تجد اأن ) �س – 2( عاملٌ من عوامل ق)�س(، 

وبعد اإجراء عملية الق�سمة تجد اأن :
�س3 – 6 �س2 + 11 �س – 6 = )�س – 2( ) �س2 – 4 �س + 3(                    ق�سمة كثيرات الحدود
) �س2 – 4 �س + 3( = ) �س – 1( ) �س – 3(                                              تحليل العبارة التربيعية

اإذن �س3 – 6 �س2 + 11 �س – 6 = )�س – 2( ) �س – 1( ) �س – 3(
اإذن المعادلة المرافقة للاقتران ق)�س( هي: )�س - 2( ) �س – 1( ) �س – 3( =0

ومنه �س = 2              اإما )�س – 2( =0  
ومنه �س = 1                   اأو )�س – 1(  =0  
ومنه �س = 3                   اأو )�س – 3( =0  

∴ جذور المعادلة هي : 1 ، 2 ، 3 .

16–

2

11

8–

6–

3 4– 1

6
+ + +

2

2×2×2×

0

 تدريب )1(

حُلَّ المعادلة �س3 – 2 �س2 – 5 �س + 6 = 0 
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     مثال )2(

حُلَّ المعادلة  2 �س5 – 32 �س = 0

الحل
 2 �س5 – 32 �س = 2 �س) �س4 – 16 (                                                       اإخراج عامل م�سترك 
        = 2 �س ) �س2 – 4 ( ) �س2 + 4(                                     تحليل فرق بي مربعي 
            = 2 �س) �س – 2 ( ) �س + 2( )�س2 + 4(                       تحليل فرق بي مربعي
لا حظ اأن )�س2 + 4( عبارة تربيعية مميزها �سالب و لا يمكن تحليلها ولذلك لا يوجد لها حل حقيقي.

ا �س = 0 اإذن اإمّن
ومنه �س = 2 اأو )�س – 2( =0  

ومنه �س = – 2   اأو )�س + 2( = 0  
اإذن للمعادلة ثلاثة جذور حقيقية هي : 0 ، 2  ، – 2  .

     مثال )٣(

حُلَّ المعادلة �س4 – 14 �س2 + 45 = 0

الحل
�س4 – 14 �س2 + 45 = )�س2(2  – 14 �س2 + 45                    قواني الاأ�س�س ) �سم ن( = )�سم(ن  

                                   = �س2 – 14 �س + 45                          بفر�س �س = �س2
                                   = ) �س – 9 ( ) �س – 5 (                      تحليل عبارة تربيعية 

                                   = ) �س2 – 9 ( ) �س2 – 5( 

 تدريب )2(

حُلَّ المعادلة  �س5 – 8 �س2 = 0



31

     مثال )٤(

معتمدًا ال�سكل الاآتي الذي يمثّنل منحنى الاقتران ق)�س( = �س3 + 2 �س2  – 3 �س جد مجموعة 
حلّن المعادلة المرافقة للاقتران ق.

الحل
لاحظ اأن منحنى ق)�س( = �س3 + 2 �س2 – 3 �س يقطع 

محور ال�سينات عند �س = –3، 0 ، 1 .
لذلك فاإن للمعادلة �س3 + 2 �س2  – 3 �س= 0

المرتبطة بالاقتران ق)�س( = �س3 + 2 �س2 – 3 �س
ثلاثة حلول هي: –3، 0 ، 1 .

 ال�سكل ) 1 – 2(

 تدريب )٣(

حُلَّ كلًا من المعادلات الاآتية:
1(  �س6 – 7 �س3 – 8 = 0 
2(  �س4 – 3 �س2 – 4  = 0

=  )�س – 3( )�س + 3( )�س–  5 ()�س +  5  (                                       تحليل فرق بي مربعي
اإذن  جذور المعادلة هي : 3 ، – 3 ،    5  ، –   5           

¢S

¢U

0 11-4-5-      2

12

24

36

32-3-

12-

24-

36-
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     مثال )5(

 وَجَدَ محل اأحذيَة اأن اقتران الاإيراد الكلي الناتج من بيع )�س( من القطع هو: 
د)�س( = �س3 - 2�س2 دينار 

واأن اقتران التكلفة الكلية هو: 
ك)�س( = 8�س2 - 9�س دينار. 

جدْ عدد القطع التي يمكن للمحل اأن يبيعها ليحققَ ربحًا مقداره )90( دينار.
الحل

الربح = الاإيراد - التكلفة
ر)�س( = ) �س3 - 2�س2( - )8�س2 - 9�س(  

90 = �س3 - 10�س2 + 9�س
�س3 - 10�س2 + 9�س - 90 = 0

وبا�ستخدام الق�سمة التركيبية ينتج اأن: 
�س3 - 10�س2 + 9�س - 90 = )�س - 10( )�س2 + 9( 

لاحظ اأن مميز العبارة )�س2 + 9( �سالب؛ لذا لا يوجد لها حل حقيقي. 
اإذن حل المعادلة هو: �س = 10 

وهذا يعني اأن على المحل اأن يبيع )10( قطعٍ من الاأحذية ليحقق ربحًا مقداره )90( دينار. 

110–

10

9

0

90-

90 0 1

90 10

10×10×10×
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اكتب مثالًا على اقتران كثير حدود على ال�سورة القيا�سية من الدرجة الاأولى والثانية والثالثة   )1
ثم اكتب المعادلة المرافقة لكل اقتران.

ة الحل : حُلَّ المعادلات الاآتية وتحقق من �سحّن  )2
�س3 – 6 �س2 + 8 �س = 0  اأ   ( 

ب(  �س3 + �س2 – 5 �س + 3 = 0
�س5 – 16 �س= 0 جـ( 

 د (  �س5 + �س4 – 6 �س3 + �س2 + �س – 6 = 0
�س6 = 64 هـ ( 

و  (  �س5 +6 �س4 + 5 �س3 = 0
�س3 – 5 �س2 + 4 �س = 0  ز  ( 

�س3 ) �س + 1( = 4 �س) �س + 1( ح ( 

بها ممر  .يحيط  م  بمقدار6  يزيد طولها عن عر�سها  ال�سكل  م�ستطيلة  قاعدتها  �سباحة  بركة   )3
عر�سه 1 م، فاإذا كانت م�ساحة البركة مع الممر 91 م 2 ، فجَد بعدي البركة.

حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.  )4

    تمارين و مسائل
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�ساحنة وزنها 15 طنا تريد المرور فوق ج�سر يتحمل وزنا اأق�ساه 28 طنا ، ما الوزن الذي يمكن 
لل�ساحنة اأن تحمله بحيث يمكنها من المرور فوق الج�سر؟

تعلمت في الدر�س ال�سابق حل معادلات غير خطية بمتغير واحد ومنها معادلات من الدرجة 
الثانية التي �سورتها القيا�سية اأ �س2 + ب �س + جـ = 0 و معادلات من الدرجة الثالثة التي �سورتها 

القيا�سية اأ �س3 + ب �س2 + جـ �س + د = 0 ، حيث اأ ، ب ، جـ   ح ، اأ ≠0 . 
اإذا ا�ستبدلت اإ�سارة الم�ساواة في المعادلة باأحد الرموز  ,  ,  ,  تح�سل على ال�سورة القيا�سية 

للمتباينة بمتغير واحد من الدرجة الثانية اأو الثالثة.

لحل المتباينة �سعها باأحد �سورها القيا�سية: ق)�س( < 0، ق)�س( ≤ 0، ق)�س( > 0، ق)�س(≥0، 
ثم حلل ق اإلى عوامله الاأولية وادر�س اإ�سارة ق على خط الاأعداد كما في الاأمثلة الاآتية :

     مثال )1(

حُلَّ المتباينة �س2 – �س – 6 ≤ 0 ، ومثِّلها على خط الاأعداد .
بفر�س ق)�س( = �س2 – �س – 6

ق)�س( = ) �س – 3 () �س + 2(                                                                     تحليل اإلى العوامل الاأولية 
�سفرا ق هما : – 2 ، 3 

ادر�س اإ�سارة كل عامل من عوامل ق
                  اإ�سارة ) �س– 3(
                  اإ�سارة ) �س+ 2(

                 اإ�سارة ق)�س( =  �س2 – �س – 6 

++++++–––––––––
3

2–
+++++++++++++––––

2– 3
+++++ ++++++––––

Nonlinear Inequalities with One Variableثانيًا: المتباينات غير الخطية بمتغير واحد   

         تذكر
المتباينة جملة مفتوحة تحتوي على رمز اأو اأكثر من الرموز <، ≤ ،  > ، ≥.
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لاحظ اأن �س2 – �س – 6 ≤ 0
لجميع قيم �س في الفترتي )–∞، –2 [ ، ]  3، ∞ (

اأي اأن مجموعة حلّن المتباينة :�س2 - �س - 6 ≤ 0 هي الفترتي )–∞، –2 [ ، ]  3، ∞ (

     مثال )2(

حُلَّ المتباينة �س2 + 6 > 2 �س.

الحل
�س2 – 2 �س + 6 > 0                                                             كتابة المتباينة بال�سورة القيا�سية 

اح�سب مميز العبارة �س2 – 2 �س + 6 لتجد اأن المميز 4 – 4 × 1 × 6 = -20 > 0 ، وعليه 
فاإن العبارة اأولية ولا يمكن تحليلها، ويمكن اإعادة كتابتها باإكمال المربع.

�س2 – 2�س + 6 
= �س2 – 2 �س + 1 – 1 + 6                                                  اإ�سافة وطرح مربع ن�س∞ معامل �س

= ) �س – 1(2 + 5 
بما اأن ) �س – 1(2 ≤ 0 لجميع قيم �س  ح ، فاإن ) �س – 1(2 + 5 < 0  لجميع قيم �س  ح

 ø اإذن مجموعة حل المتباينة  �س2 – 2 �س + 6 > 0 هي

 تدريب )1(

 حُلَّ المتباينة  �س2 + �س –2   < 0 ، ومثلها على خط الاأعداد .

 تدريب )2(

حُلَّ  المتباينة 6 �س – �س2 – 10 > 0، ومثلها على خط الاأعداد .
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     مثال )٣(

حُلَّ المتباينة �س3 – 9 �س ≥0 ، ومثلها على خط الاأعداد .

الحل
نَفْرِ�سُ ق)�س( = �س3 - 9�س

�س3 – 9 �س = �س) �س2 – 9 ( = �س) �س–3( ) �س + 3(                                  تحليل اإلى العوامل 
بدرا�سة اإ�سارة كل عامل من عوامل ق 

اإ�سارة �س                             

اإ�سارة ) �س– 3(              

            اإ�سارة ) �س+ 3(

اإ�سارة ق)�س( =  �س3 –  9�س               

تجد اأنَّ �س3 – 9 �س ≥  0  �سحيحة لجميع قيم �س في الفترتي  )– ∞، – 3 [  ، ] 0، 3 [
اأي اأنَّ مجموعة حلّن المتباينة �س3 - 9 �س ≥ 0 هي الفترتي )– ∞، – 3 [  ، ]0، 3[

++++++–––––––––
3

3–
+++++++++++++––––

03– 3
–––– ++++––++

 تدريب )٣(

حُلَّ  المتباينة   �س3 < 16 �س ، ومثلها على خط الاأعداد .

++++++++––––––
0
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     مثال )٤(

حُلَّ المتباينة �س3 – �س < 3 �س2 – 3  ، ومثلها على خط الاأعداد .

الحل
�س3 – �س –  3 �س2 + 3 < 0                                                          كتابة المتباينة بال�سورة القيا�سية

نفر�س اأنَّ ق)�س( =  �س3 – �س –  3 �س2 + 3

اإذن: �س3 – �س –  3 �س2 + 3 = ) �س – 3( ) �س –1( ) �س + 1(      التحليل اإلى العوامل 

اأ�سفار ق : – 1 ، 1 ، 3 

بدرا�سة اإ�سارة كل عامل من عوامل ق 

اإ�سارة ) �س – 3(

اإ�سارة ) �س – 1(

اإ�سارة ) �س + 1(

اإ�سارة ق)�س (

 تدريب )٤(

حُلَّ  المتباينة 2 �س3 + 5 �س2 > 12 �س ، ومَثّنلها على خط الاأعداد .

تجد اأنَّ ق)�س( < 0 ، لجميع قيم �س في الفترتي )–1، 1( ، ) 3، ∞ (
اأي اأنَّ مجموعة حلّن المتباينة �س3 - �س -3�س2 + 3 < 0 هي الفترتي )– ١، 1( ، )3، ∞(

∫  IQÉ°TEG
2

2

3

3

1-

1-

+ + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ + +

+ + + + + +

-------- +

+ +----------- +

(3-¢S)  IQÉ°TEG
3

+ +-----------

-------

+

---

1-
+ + + + + + + + + + + +---

-----

1

1

31-
+ + + + + + +-------
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ف المتباينة، وما معنى مجموعة حلها؟ عرّن  )1
اإذا كان ق كثير حدود من الدرجة الثانية وكانت مجموعة حل المتباينة ق)�س( ≤0 هي الفترة   )2

] اأ، ب[  فجد ما ياأتي: 
اأ�سفار الاقتران  ق. اأ   ( 

مجموعة حل المتباينة ق)�س( > 0   ب( 
اكتب المتباينات الاآتية على �سورتها القيا�سية، ثم جد اأ�سفار الاقتران المرافق لكل منها:                  )3

اأ   ( �س2 + 3 �س > 4
ب( �س2 ≥ 16

جـ( �س3 – 6 �س > 3 �س2 – 8
جد مجموعة حل كل من المتباينات الاآتية ومثل الحل على خط الاأعداد:  )4

�س3 – 4 �س > 0 اأ   ( 
ب( 4 �س2 + �س ≥ 2 – 2 �س2

جـ( 2 �س3 + 8 �س <10 �س2
د  ( �س2 – 6 �س + 9≤0 

اعتمادًا على الاأ�سكال الاآتية التي تو�سح  اإ�سارة كلٍّ من الاقترانات ل ، م ، هـ ، ق  المعرفة   )5
على ح. اأجب عما يليها:

اإ�سارة ل

اإ�سارة م

اإ�سارة هـ

اإ�سارة ق

    تمارين و مسائل

∫  IQÉ°TEG
2

2

3

3

1-

1-

+ + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ + +

+ + + + + +

-------- +

+ +----------- +

(3-¢S)  IQÉ°TEG
3

+ +-----------

-------

+

---

1-
+ + + + + + + + + + + +---

-----

1

1

31-
+ + + + + + +-------
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اكتب قاعدة كلٍّ من الاقترانات الخطية ل ، م ، هـ  علما باأن المعامل الرئي�س لكلٍّ منها 1. اأ   ( 
اإذا كان ق = ل × م × هـ  فاكتب قاعدة ق. ب( 

جد مجموعة حل المتباينة ق)�س( > 0 ، و المتباينة ق)�س( ≥0. جـ( 
هل يمكن اأن يكون الاقتران ل غير خطي و تبقى اإ�سارته كما هو مو�سح اأعلاه؟ برر  د  ( 

اإجابتك اإن كانت الاإجابة لا ، واإن كانت الاإجابة نعم فاأَعْطِ مثالا يدعم راأيك. 
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�س�سجد مجموع المقدار   
26

�س
ن)ن+1( ++ ...+

+++ ...+ �س
2 �س() �س –

3 –        () �س
2

�س
4 –        () �س

3
�س

ن+1 –        () �س
ن

ن �س= = �س– 
ن+1

�س
ن+1

لاحظ اأنه من ال�سعب اإيجاد مجموع المقدار ال�سابق بالطرائق العادية ولكن يمكن كتابته ب�سورة 
اأخرi كما ياأتي:    

 Ìلحل بع†س الم�سائل التي تحتوي  �سيغا ن�سبية قد تحتاج كتابتها على �سكل �سيغتي ن�سبيتي اأو اأك
كما في الم�ساألة ال�سابقة.

تعلمت �سابقا كي∞ تجد ناتج جمع �سيغتي ن�سبيَّتَيْنِ :
3

) �س – 1(
4

) �س + 2(

اإذن

على ال�سورةكي∞ يمكن كتابة

 +  = 

 = 

 = 

 = 

3)�س +2 ( + 4 )�س – 1(
)�س – 1( )�س + 2(

7�س + 2
)�س – 1( )�س + 2(

7�س + 2

7�س + 2

7�س + 2

7�س + 2

�س2 + �س –2

�س2 + �س –2

�س2 + �س –2

34 + �س2 + �س –2
) �س +2() �س –1(

 + 34
) �س +2() �س –1(

لاإجراء هذه العملية اتبع الخطوات الاآتية: 

 تحليل المقام اإلى عوامله الاأولية

Partial Fractionsثالثًا: الكسور الجزئية   

؟
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اأ
) �س – 1(

ب
) �س + 2(

7�س + 2 =  + افر�س اأن
)�س – 1( )�س + 2(

 = 
2�س +10 

)�س – 1( )�س + 1( )�س – 3(

) �س + 2() �س – 1(
ب ) �س – 1(اأ ) �س + 2( 7�س + 2 =  + 

)�س – 1( )�س + 2(
   توحيد المقامات 

7 �س + 2 = اأ ) �س + 2( +  ب) �س – 1(                                        من ت�ساوي ال�سيغتي الن�سبيتي
بفر�س �س = –2 

– 12 = – 3 ب  ⇐ ب = 4
بفر�س �س = 1  

 9 =  3 اأ  ⇐ اأ = 3

 =  + 34
) �س +2() �س –1( 7�س + 2اأي اأن

)�س – 1( )�س + 2(

تدعى عملية كتابة                          بهذه ال�سورة تجزئة الك�سر اأو كتابة الك�سر على �سكل ك�سور 
جزئية.

7�س + 2
�س2 + �س –2

     مثال )1(

اكتب الك�سور الجزئية المكافئة لل�سيغة الن�سبية :

الحل

2�س +10 
  تحليل المقام اإلى عوامله الاأولية �س3 – 3�س2 – �س + 3

اأ
) �س – 1(

ب
) �س + 1(

جـ
) �س – 3(

2�س +10  =  +  + افر�س اأن
�س3 – 3�س2 – �س + 3

2�س +10 
�س3 – 3�س2 – �س + 3
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     مثال )2(

ئ ال�سيغة الن�سبية جزِّ

الحل
بما اأن درجة الب�سط اأكبر من درجة المقام نجري عملية الق�سمة .

3-
) �س – 1(

1
) �س + 1(

2
) �س – 3(

2�س +10  =  +  + اإذن
�س3 – 3�س2 – �س + 3

من خلال الم�ساواة 
2 �س + 10 = اأ )�س+1( )�س– 3( + ب )�س – 1()�س – 3( + جـ )�س – 1( )�س+1(

بفر�س �س = –1 
 8 = 8  ب  ⇐ ب = 1 

بفر�س �س = 3 
16 = 8  جـ  ⇐ جـ = 2

بفر�س �س = 1
12 = –4 اأ    ⇐   اأ = –3

�س3 + 2�س –1
�س2 + �س –2

�س3 + 2�س –1
�س2 + �س – 2

5�س – 3 
�س2 + �س – 2

5�س – 3 
�س2 + �س – 2

= �س –1 +

والاآن نجزئ 

بتوحيد المقامات نح�سل على

)�س – 1( )�س + 1( )�س – 3(
اأ ) �س + 1( ) �س – 3( + ب ) �س – 1( ) �س – 3( + جـ ) �س – 1( ) �س + 1(  = 

اإجراء عملية الق�سمة
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اأ
) �س + 2(

ب
) �س – 1( 5�س – 3  =  + 

) �س + 2( ) �س – 1 (

)�س + 2( )�س – 1(
اأ ) �س – 1( + ب ) �س + 2(  = 

5�س – 3  = 
�س2 + �س – 2

من الم�ساواة تجد 5 �س – 3 = اأ )�س – 1( + ب)�س + 2(
2
3 بفر�س �س =  1 ⇐2 = 3 ب  ⇐ ب = 

13
3 بفر�س �س = – 2  ⇐  – 13 = – 3 اأ  ⇐ اأ  = 

اإذن 
�س3 + 2�س –1
) �س - 1() �س +2( + = �س –1 +�س2 + �س – 2

13
3

2
3

من خلال الاأمثلة ال�سابقة تلاحظ اأنه يمكن اإجراء عملية تجزئة الك�سور اإذا كانت درجة الب�سط اأقل 
من درجة المقام .

اأما اإذا كانت درجة الب�سط اأكبر من درجة المقام اأو ت�ساويها ن�ستخدم الق�سمة الطويلة لكتابة الناتج 
على �سكل كثير حدود م†سافٍ اإليه �سيغة ن�سبية يمكن كتابتها على �سكل ك�سور جزئية.

 تدريب )1(

�س3 – 2�س2 – 6�س + 12جزئ ال�سيغة الن�سبية 
�س2 – 3�س – 4
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جد ناتج ما ياأتي باأب�سط �سورة:   )1

اأ   (                   ب(   

جـ(            د  (   

جزئ كلا من الك�سور الاآتية:   )2

اأ   (                   ب(   

جـ(            د  (   

هـ (            و  (   

ز  (            ح (   

�س2 – اأ2طـ (            ي (   
1

1 – �س2
�س2

3
 �س + 1

5
�س  + 2

 �س + 1
1
�س  - 

8�س – 17 
) �س – 1( ) �س – 4 (

12�س2 + 23�س + 2 
3 – 7�س – 6�س2

2�س3 – 4�س2 – 15�س + 5 
�س2 – 2�س – 8

�س2 + 12�س + 12 
�س3 – 4�س

) �س + 1 (
) �س2 – 1(

1
) �س2 – 25(

�س
�س2  + �س – 2

�س – 1 
�س) �س + 1 (

2
4 - 2�س + 3

�س – 1
6

3 + �س + 4
�س + 7

    تمارين و مسائل
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جد خارج وباقي الق�سمة في ما ياأتي :  )1
اأ   (  )5 �س3 – 13 �س2 + 10 �س – 8( _ ) �س – 2( 

ب(  )8 �س4 – 4 �س2 + �س + 4( _ ) 2 �س + 1(
اكتب مثالًا على كثيري حدود باقي ق�سمة اأحدهما على الاآخر )5(.  )2

اكتب �سيغًا مكافئة لكل من الاقترانات الاآتية )اإن اأمكن(:  )3

،   �س ≠ -2 ق1)�س( =      اأ   ( 

، �س ≠ -3 ب(  ق2)�س(   =       

، �س ≠ 1 جـ(  ق3)�س(   =       

حُلَّ المعادلات الاآتية:  )4
اأ   (  �س3 + 4 �س2 – �س – 4 =0

ب( �س4 – 12 �س2 + 32 = 0
جـ(  �س4 – 3 �س2 –4 = 0

في ال�سكل )1-3( ، اإذا علمت اأن طول �سلع المربع   )5
الـمربـع  �سـلع  وطـول  �سم   )2 )�س2 +  الـخارجي 

الداخلي ) �س( �سم فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي: 
الـدال عـلى م�سـاحـة  قـاعـدة الاقـتران  اكتب  اأ   ( 

المنطقة المظللة.
اإذا كانت م�ساحة المنطقة المظللة 32 �سم2، فجد  ب( 

طول �سلع كل من المربع الداخلي والمربع الخارجي.

�س + 2
�س4 + 2�س3 + �س2 + 2�س

�س + 3
�س5 – 7�س3 + �س + 1

�س - 1
�س4 – �س2 + �س - 1

¢S

¢S
Ω x

¢U

0 11-4-5-      2
12
24
36

32-3-
�5�-�2

�5�-�3

12-
24-
36-

¢S

¢S

2 +
 2 س

�

�س2 + 2

 ال�سكل )3-1(

أسئلة الوحدة
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حُلَّ كلًا من المتباينات الاآتية ومثّنلِ الحلَّ على خط الاأعداد:  )6
اأ   (  �س2 – 4 �س + 3 > 0

ب(  �س3 – 4�س ≤ �س2 – 4 
جـ(  �س3 – 3 �س2 ≥ �س – 3

جزئ ال�سي≠ الن�سبية الاآتية :  )7

اأ   (                        

ب(  

جـ( 

اإذا كان خارج ق�سمة كثير الحدود ق على ) �س – 3 ( ي�ساوي �س2 – 6 �س + 9 ، وكان   )8
الباقي –1، فاكتب قاعدة ق.

اكتب �سيغة مكافئة للاقتران ق)�س( =                                      ، حيث �س ≠  1±  )9

ال�سكل طول  نافورة ماء دائرية  ال�سكل طول ن�س∞ قطره 8 م ، تم عمل  10( دوار دائري 
ن�س∞  قطرها )�س( متر بو�سط الدوار بحيث كان مركزها مركز الدوار نف�سه، اأجب عن 

كلٍّ مما ياأتي:
وار، ومقامه الم�سافة  اأ   ( اكتب الاقتران الن�سبي الذي ب�سطه م�ساحة الجزء المتبقي من الدّن

بي ن�سفي قطري الدوار والنافورة. 
ار π 10 م2 ، جد طول ن�س∞ قطر النافورة. ب( اإذا كانت م�ساحة الجزء المتبقي من الدوّن

�س2  + �س –2
�س2 – �س + 3

�س2  + 3�س – 18
8�س – 42 

�س2  – 1
�س4  + 4�س3 – 3�س

2�س2  – 5�س + 3 
3�س – 1
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اإذا كان ق)�س( = �س2 – 2 م �س + ن  حيث ن، م  ثابتان وكان اأحد اأ�سفار ق  يختل∞   )11
بمقدار 2 عن �سفره الاآخر. اأَثبت اأن م2 = ن + 1 .

ن هذا ال�سوDال من اأربع فقرات من نوع الاختيار من متعدد، لكل فقرة اأربع بدائل،  12( يتكوّن
واحد فقط منها �سحيح. �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:

اإذا كان باقي ق�سمة ق)�س( = �س3 – 5 �س + جـ على هـ )�س( = �س + 2 ي�ساوي   )1(
5 فما قيمة  الثابت جـ ؟ 

د( – 2  جـ( 7     ب( 3    اأ  ( – 3  

  ؟
ق)1(

ق)اأ – 1(
 
اإذا كان ق)�س( = �س2 – اأ �س ،  اأ  ثابت ≠ 1  فَما قيمة   )2(

جـ( اأ – 1                 د( �سفر  ب( – 1    اأ  ( 1  

�س2  – �س  فما قيمة الثابتي  اأ ، ب على 
+=�س �س

اأ
�س  – 1 

ب
 
اإذا كان  )3(

الترتيب؟
د(  1 ، – 1  جـ(– 1 ، 1   ب( 1 ، 0    اأ  (  0 ، 1 

اأي مما ياأتي يُعد عاملا من عوامل �س3– 7 �س + 6 ؟  )4(
 اأ  ( �س + 3
ب( �س + 1
جـ( �س – 6
د  ( �س + 2 



يعد علم �لجبر �أحد �لفروع �لاأ�شا�شية في علم �لريا�شيات; فهو لا يتعامل مع �لاأرقام فح�شب 
بل ي�شوÆ �لعلاقات با�شتخد�م �لرموز و�لمتغير�ت. 

وللاقتر�نات �أهمية كبرi; نظرً� لتطبيقاتها �لو��شعة و�رتباطها بفروع �لريا�شيات �لمختلفة، 
�لعلوم  و�لهند�شة وحتى  و�لطب  و�لكيمياء  كالفيزياء   iلاأخر� و�لعلوم  و�لتكامل  �لتفا�شل  مثل: 

�لاإن�شانية. ويمكن بو��شطتها تمثيل ظو�هر كونية كثيرة.

الاقترانات 2



يتوقع من الطالH Öعó دQا�سة هò√ الوحóة اأن يµون قادQا على:

�لقيمة  و�قتر�ن   ، ب  �أ�س3+  �ل�شورة  على  حدود  كثير�ت  �قتر�نات  خ�شائ�س  ��شتق�شاء   
�لتربيعي  �لجذر  و�قتر�ن  �لمت�شعب،  و�لاقتر�ن  �شحيح،  عدد  �أكبر  و�قتر�ن  �لمطلقة، 

و�لاقتر�ن �لن�شبي بحيث يكون �لب�شط عدد� ثابتا.

 ر�شم منحنيات �قتر�نات خا�شة معطاةٍ يدويًّا وبا�شتخد�م �لتكنولوجيا.

 فهم عملية تركيب �لاقتر�نات، و�لاقتر�ن �لعك�شي.

 ��شتخد�م تركيب �لاقتر�نات لاإيجاد �لاقتر�ن �لعك�شي.

 ��شتخد�م �لاقتر�نات �لخا�شة في نمذجة م�شائل حياتية وحلِّها، مع تبرير �لحل.

Functions
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م�شتطيلات  متو�زي  �شكل  على  لل�شباحة  حو�س 
�أجريت عليه    ، �لد�خل 20م ، 10م ، 5م  �أبعاده من 
تو�شعة بحيث تم زيادة �أبعاده بمقد�ر مت�شاوٍ من �لاأمتار.

حجم  بين  �لفرق  يمثل  �لذي  �لاقتر�ن  �كتب   )1
�لحو�س قبل �لتو�شعة وبعدها.

هل �لاقتر�ن �لناتج كثير حدود؟ و�إن كان كذلك، ما درجته؟ وما معاملات حدوده؟  )2

در�شت �شابقا كثي�ت �لحدود وبع�س خ�شائ�شها، و�ل�شورة �لقيا�شية لكثي �لحدود من �لدرجة 
ن هي ق)�س( = �أن �سن +�أن-1�سن-1 + �أن-2�سن-2+ .....+ �أ0 ، حيث �أن≠ 0 ، ن   ط وت�سمى 
�لاأعد�د: �أن، �أن-1، �أن-2، ............، �أ0 معاملات �لاقتر�ن ق وي�شمى �لعدد �أن بالمعامل �لرئي�س.

     مثال )1(

حدد درجة كثي �لحدود و�كتب �لمعامل �لرئي�س في كل ‡ا ياأتي:
1(   ق)�س( = 2�س2 +7�س +1
2(   ك)�س( = 8�س4 +2�س -1

3(   هـ)�س( = - �س3 +1
الحل

1(   ق من �لدرجة �لثانية و�لمعامل �لرئي�س فيه 2.
2(   ك من �لدرجة �لر�بعة و�لمعامل �لرئي�س فيه 8.

3(   هـ من �لدرجة �لثالثة و�لمعامل �لرئي�س فيه -1.

تعلqمتعلqمتعلqم
مجال �لاقتر�ن كثير �لحدود هو 

مجموعة �لاأعد�د �لحقيقية ح .
�لاأعد�د  مجموعة  هو  ومد�ه 
�أو مجموعة جزئية  �لحقيقية ح، 

منها. 

                     الæتاLات
• ت�شتق�شي خ�شائ�س كثير�ت �لحدود حتى �لدرجة �لثالثة.

Polynomials  كثيرات الحدود الفصل الأول
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     مثال )٢(

�ر�شم منحنى ق)�س( = �س2– 4�س +3 ،   �س  ] -6،1[ ومن خلال �لر�شم �أجب عن كل ‡ا ياأتي:
جد نقاط تقاطع منحنى الاقتران ق مع محور ال�سينات.  )1

جد عدد مر�ت �لتغيّ في �إ�شارة ق.  )2
جد �أ�شفار �لاقتر�ن ق.  )3

جد معادلة محور �لتماثل.  )4

الحل
�أكمل �لجدول �لاآتي:

02346-1�س
15-81ق)�س(

يو�شح �ل�شكل )2-1( منحنى �لاقتر�ن ق.

تعلqمتعلqمتعلqم
يكون �لاقتر�ن ق متز�يدً� على   )1
مجاله �إذ� تز�يدت قيم ق)�س( 

كلما ز�دت قيم �س.
ا  يـكون �لاقـتر�ن ق متـنـاقـ�شً  )2
قيم  تناق�شت  �إذ�  مجاله  على 

ق)�س( كلما ز�دت قيم �س.

و�شوف نركز �هتمامنا في هذ� �لدر�س على �لمزيد من خ�شائ�س كثي�ت �لحدود حتى �لدرجة �لثالثة 
من خلال ر�شمها يدوياً وبا�شتخد�م �لتكنولوجيا. 

�ل�شكل )1-2(.
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ومن �ل�شكل نلاحظ �أنّ:
نقاط تقاطع منحنى الاقتران ق مع محور ال�سينات هي )1 ، 0(، )3 ، 0(.  )1

عدد مر�ت �لتغيّر في �إ�شارة �لاقتر�ن ق: مرتان.  )2
�أ�شفار �لاقتر�ن ق)�س( هي 1 ، 3 .  )3

–ب  = 2 
2�أ معادلة محور �لتماثل هي �س =    )4

     مثال )3(

با�شتخد�م برمجية، �ك�شل)Excel( �ر�شم منحنىق)�س( = �س3+1، �س ]-3، 3 [
ومن خلال �لر�شم جد عدد �لمر�ت �لتي يقطع بها منحنى �لاقتر�ن ق محور �ل�شينات، وعدد مر�ت 

�لتغيّ في �إ�شارة ق. 

الحل
�شغل برمجية �ك�شل، ثم �ختر عمود� وليكن �لعمود )A(، و�شع �لموؤ�شر في �لخلية )A1(، و�كتب   )1

�لقيمة )-3(، ثم �شع �لموؤ�شر في �لخلية )A2( و�كتب �لقيمة �لاآتية للمتغي �س وهي)-2٫5(.
ظلل �لخليتين في �لعمود )A( ثم ��شحب �لموؤ�شر للاأ�شفل حتى تظهر �آخر قيمة للمتغي �س، وهي   )2

)3( كما في �ل�شكل )2-2(.     

�ل�شكل )2-2(.
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�ل�شكل )3-2(.

�ل�شكل )4-2(.

�شع �لموؤ�شر في �لخلية )B1( و�كتب قاعدة �لاقتر�ن )A1^3+1(= ثم �نقر )Enter(.كما في   )3
�ل�شكل )3-2(.

�شع �لموؤ�شر في �لخلية )B1( و��شحب �لموؤ�شر �إلى جميع �لخلايا لتظهر لك مجموعة �شور قيم   )4
�لمتغي �س في �لعمود )B( كما في �ل�شكل )4-2(.



54

 )Line( مجموعة مخططات. نوع �لمخطط )( و�ختر من تبويبة )�إدر�جA ، B(  ظلل �لعمودين  )5
ثم �ختر من �لاأ�شكال )�س، �س مبعثر( )xy- scatter(، كما في �ل�شكل )5-2(.

�ل�شكل )5-2(.

�ل�شكل )6-2(.

�ختر نوع �لمنحنى ثم �نقر )مو�فق( ليظهر لك ر�شم منحنى �لاقتر�ن:   )6
ق)�س( = �س3+1 بالفترة]-3، 3[ كما في �ل�شكل )2 -6(.

نلاحظ من الر�سم اأن:
عدد �لمر�ت �لتي قطع بها منحنى ق محور �ل�شينات: مرة و�حدة فقط وهي �لنقطة )-1، 0(، وعدد 

مر�ت �لتغيّ في �إ�شارة ق مرة و�حدة فقط.
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 ?≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG ‘ ¥ ¿GÎbÓd ¢ù«FôdG πeÉ©ŸG IQÉ°TEG Ée

?¬dÉ› πc ≈∏Y ¥ ¿GÎb’G ójGõàH ∂dP ábÓY Éeh

 ?(1) ÖjQóJ ‘ ¥ ¿GÎbÓd ¢ù«FôdG πeÉ©ŸG IQÉ°TG Ée

?¬dÉ› πc ≈∏Y ¬°übÉæJ hCG ¥ ¿GÎb’G ójGõàH ∂dP ábÓY Éeh

 ?(2) ÖjQóJ ‘ ¥ ¿GÎbÓd ¢ù«FôdG πeÉ©ŸG IQÉ°TG Ée

?¬dÉ› πc ≈∏Y ¬°übÉæJ hCG ¥ ¿GÎb’G ójGõàH ∂dP ábÓY Éeh

 تدريب )1(

 با�شتخد�م برمجية �ك�شل �ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق:
ق)�س( = 8- �س3، �س  ] -2 ، 4[ ، ثم جد عدد �لمر�ت �لتي يقطع بها منحنى �لاقتر�ن 

ق محور �ل�شينات، وعدد مر�ت �لتغيّ في �إ�شارة ق.

 تدريب )٢(

�ر�شم منحنى ق)�س(= 2�س3 + 1 ، �س  ]-5، 5 [ ثم �أجب عن كل ‡ا ياأتي:
1( جد عدد �لمر�ت �لتي يقطع بها منحنى �لاقتر�ن ق محور �ل�شينات.

2( عدد مر�ت �لتغيّ في �إ�شارة ق.

ماPا تلاحظ?
لا بد �أنك تو�شلت من �لاأمثلة �ل�شابقة �إلى �لقاعدة �لاآتية:

ا aان: kرØسU ≠ اأ , ì   Ü , اأ âانc و  , Ü + 3ان ق)�س( = اأ�سc اPاإ
مæحæى ق)�س( متõايó اإPا cانâ اأ <0, ومæحæى ق)�س( متæاقüس اإPا cانâ اأ > 0
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     مثال )4(

�ر�شم منحنى �لاقـتر�ن ق)�س( = ) 2- �س(3، حيث 
�س  ]-1، 4 [.

ومن خلال �لر�شم جد عدد �لمر�ت �لتي يقطع بها منحنى 
�لاقتر�ن ق محور �ل�شينات .

 الحل
يمثل �ل�شكل )2- 7 (  منحنى ق. 

ونلاحظ من �لر�شم �أن: منحنى ق يقطع محور �ل�شينات في نقطة و�حدة فقط، وهي )2، 0(، 
وعدد مر�ت �لتغيّ في �إ�شارة ق مرة و�حدة فقط.

 �ل�شكل )2- 7(.

 تدريب )3(

�ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق)�س( = �س3 + 4 بالفترة ]-4، 4[ ومن خلال �لر�شم جد عدد �لمر�ت 
�لتي يقطع بها منحنى �لاقتر�ن محور �ل�شينات وعدد مر�ت �لتغيّ في �إ�شارة ق.

ماذ� تلاحظ من خلال در��شتك مثال )4( وحل تدريب )3(؟

نشاط

��شتخدم برمجية )�إك�شل( لر�شم �لاقتر�نات �لاآتية،  و��شتخدم �لر�شومات في �إيجاد علاقة بين 
عدد �لمر�ت �لتي يقطع بها منحنى كُلِّ �قتر�ن محور �ل�شينات.

، �س  ]-6، 6 [ ل)�س( =  �س3 – 8      )1
، �س  ]-9، 9 [ هـ)�س( = 3 –  �س3       )2

، �س  ]-12، 12 [ ك)�س(  = ) �س – 6 (3       )3
   • ماذ� تلاحظ؟

   • ما علاقة منحنى كل من �لاقتر�نات ل، هـ، ك Ãنحنى �لاقتر�ن ق)�س( = �س3 ؟
   • �شجل ملاحظاتك.

¢S

¢U

0 11-4-      2

10

20

30

3 42-3-

10-

20-
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�ر�شم منحنى كل من �لاقتر�نات �لاآتية في �لفترة ]-9 ، 9[، وبين في ما �إذ� كان كل منها   )1
ا. متز�يدً� �أم متناق�شً

ب(  ك)�س( = 27– �س3  ق)�س( = 3�س3 + 3    �أ   ( 
د  (  هـ)�س( = ) �س –1( )�س2 + �س + 1( ل)�س( = – �س3–1    جـ( 

��شتخدم برمجية �ك�شل لر�شم منحنيات كل من �لاقتر�نات �لاآتية:  )2
، �س  ]-4، 4 [ ق)�س( = )2�س3 – 1(    �أ   ( 

، �س  ]-20، 20 [   ب(  هـ)�س( = – �س3 + 7       
، �س  ]-30، 0 [ ل)�س( = ) �س +10(3    جـ( 

، �س  ]-2، 2 [    3) 1
2 د  (   م)�س( = ) �س – 

�إذ� كان ق كثي حدود معرفًا على �لفترة  ]-2، 4[، وكان عدد مر�ت �لتغي في �إ�شارة ق   )3
ثلاث مر�ت فقط، بالاعتماد على �لجدول �لاآتي �لذي يمثل بع�س قيم ق، �أجب عما يليه:

01234–1–2�س
17–3٫5–9–4٫515٫5–1ق)�س(

�أ   (  �ر�شم ر�شمًا تقريبيًّا لمنحنى ق.
ب(  جد عدد نقاط تقاطع منحنى ق مع محور ال�سينات.

4(    حُلَّ �لم�شاألة �لو�ردة في مقدّمة �لدر�س
م �إجابتَك  5(    هل هناك علاقة بين عدد �أ�شفار �لاقتر�ن، وعدد مر�ت �لتغي في �إ�شارته؟ دعِّ

باأمثلة. 

    تمارين و مسائل



58

باأعمدة  مدعومًا  �لج�شر  يكون  بحيث  مائي،  م�شطح  فوق  ج�شر  بناء  تنفيذ  �شركة  �أر�دت 
فولاذية د�ئرية �ل�شكل قطر كل عمود منها 30 �شم، �إذ� كانت كمية �لفولاذ   �للازمة لعمل عمود 

ي�شتطيع �أن يحمل وزنًا ما  تعطى بالعلاقة و = 8 ق2
حيث و: �لوزن بالطن.  
ق: قطر �لعمود بال�شم.

�كتب قاعدة يتم من خلالها ح�شاب قطر �لعمود �للازم لدعم وزن معطى مثل و؟

تعرفت �شابقًا على طريقة ر�شم �قتر�نات كثي�ت �لحدود ولاحظت �أن مجالها مجموعة �لاأعد�د 
�لحقيقية )ح(.

و�شتتعرف �لاآن كيف تحدد مجال �قتر�نات حقيقية �أخرi وتر�شم منحنياتها.

الæتاLات
تحدد مجال �قتر�ن حقيقي.  •

تر�شم منحنى �قتر�ن حقيقي.   •

The Real Function  الاقتران الحقيقي الفصل الثاني

تعريف
�أو مجموعة جزئية  �لاأعد�د �لحقيقية )ح(  �إذ� كان مجاله مجموعة  �قتر�ناً حقيقياً  ي�شمى �لاقتر�ن ق 

منها، ومد�ه مجموعة �لاأعد�د �لحقيقية )ح( �أو مجموعة جزئية منها.

هـ)�س( ، هـ )�س( ≤.  حيث هـ �قتر�ن كثي حدود، باقتر�ن ا÷Qò الترHيع«.  ي�شمى ق)�س( =  
ولر�شم منحنى �قتر�ن �لجذر �لتربيعي نحتاج �إلى تحديد مجال �لاقتر�ن ثم �إيجاد �شور بع�س عنا�شر 

�لمجال و “ثيلها في �لم�شتوi �لبياÊ و�لتو�شيل بينها بخط منحنٍ �أمل�س.

اقتران الQòé الترHيع«
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     مثال )1(

�س ، حدد مجال ق و�ر�شم منحناه.  �إذ� كان ق)�س( =  
الحل

يجاد مجال ق نحلّ �لمتباينة �س ≤ 0 وعليه فاإن: لاإ
 مجال ق=   {�س : �س  ح ،   �س ≤ 0 }   = ]  0 ، ∞ (.

كون جدولا يت�شمن قيما من �لمجال و�شورها في قاعدة �لاقتر�ن ق كما يلي:

01   �س
9

1
4149

01ق)�س(
3

1
2123

وعند “ثيل هذه النقاط  ‘ اŸ�ستوى البياÊ والتوUسيل بين¡ا بx§î منحmø اCمل�س –üسل على ال�سكل 
.)8  - 2(

 �ل�شكل )2 -  8(.

هـ)�س( حيث هـ �قتر�ن كثي حدود فان مجال �لاقتر�ن ق هو  وûHسµل عاΩ: �إذ� كان ق)�س( = 
مجموعة جميع قيم �س �لحقيقية �لتي تجعل هـ )�س( ≤ �شفرً�.

�س  ق)�س( = 
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     مثال )٢(

�س + 1 ،  حدد مجال ع و�ر�شم منحناه.  �إذ� كان ع)�س( =  

الحل
لاإيجاد مجال ع نحلّ �لمتباينة �س + 1 ≤ 0 ، وعليه فاإن:

 مجال ع=   {�س : �س  ح ،   �س ≤ -1 }   = ]  -1 ، ∞ (.

ومن خلال كتابة بع�س �لاأزو�ج �لمرتبة �لتي “ثل ع مثل:
) -1، 0(، )0 ، 1(، )3 ، 2 (، وتـمثيلها في 
منحنٍ  بخطٍّ  بينها  و�لتو�شيل   Êلبيا�  iلم�شتو�
�ل�شكل  منحنى ع  كما في  نح�شل على  �أمل�س 

.)9-2(
�س + 1  لاحــظ �أن منحنى �لاقتر�ن  ع)�س( = 
ينتج عن �ن�شــحاب للي�شار Ãقد�ر وحدة و�حدة 

. �س لمنحنى �لاقتر�ن   ق)�س( =  
 �ل�شكل )2 - 9(.

 تدريب )1(

، فجد مجال �لاقتر�ن ق و�ر�شم منحناه. �س - 3 �إذ� كان ق)�س( =   

؟ �س ماذ� تلاحظ على منحنى �لاقتر�ن ق؟  وما علاقته Ãنحنى �لاقتر�ن  
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     مثال )3(

�لاقتر�ن  منحنى  ر�شم  منه  و��شتنتج  منحناه،  و�ر�شم  - �س فحدد مجال ك  �إذ� كان ك)�س( =   
. - �س + 2 هـ)�س( =   

الحل
لايجاد مجال ك حُلَّ �لمتباينة - �س ≤0

∴ مجال ك = ) -∞ ، 0[ و�لجدول �لاآتي يمثل بع�س �لقيم للاقتر�ن ك:

-4-3-2-01�س
32 2 01ك)�س(

البياني،  بالم�ستوى  النقاط  هذه  وبتمثيل 
و�لتو�شيل بينها بخطٍّ منحنٍ �أمل�س نح�شل على 
منحنى �لاقتر�ن ك كما في �ل�شكل )2- 10(.

لمنحنى  �نعكا�س  ك)�س(  منحنى  �أن  لاحظ 
�لاقتر�ن  ق)�س( =   �س    

في محور �ل�شاد�ت.
- �س + 2،  ولر�شم منحنى �لاقتر�ن هـ)�س(=  

فاإنّ مجال هـ = ) -∞ ،2[  )لماذ�؟(
وعليـــــه فــاإنّ منحنى هـــ ينتج عن �ن�شــحاب 
مـنحـنــى ك)�س(  =   - �س بـاتـجــاه �ليـمـين 
بمقد�ر وحـــدتين )لماذ�؟( كمـــا في �ل�شــكل 

 .)11-2(

 �ل�شكل )2 -  10(.

 �ل�شكل )2 -  11(.
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نùستæتè ‡ا �سب≤ اأن¬:

�إذ� كان هـ)�س( =  �س    ، �س≤0 فاإن:
�س - �أ  ناœ عن �ن�شحاب منحنى هـ  Ãقد�ر �أ  وحدة لليمين.  منحنى ق)�س( =     )1
منحنى ل)�س( =    �س + �أ  ناœ عن �ن�شحاب منحنى هـ  Ãقد�ر �أ  وحدة للي�شار.   )2
منحنى ع)�س( =    �س + �أ  ناœ عن �ن�شحاب منحنى هـ للاأعلى Ãقد�ر �أ وحدة.   )3

منحنى م)�س( =    �س - �أ   ناœ عن �ن�شحاب منحنى هـ  Ãقد�ر �أ وحدة  للاأ�شفل.   )4

     مثال )4(

3 + �س -2، و�ر�شم منحناه حدّد مجال  �لاقتر�ن ل)�س( = 
الحل

مجال ل = {�س : �س  ح ،   �س ≤ -3 }
.) ∞ ، 3-  [ =           

منحنى  �س   �شحب  ناœ عن  ل  منحنى 
3وحد�ت للي�شار ووحدتين للاأ�شفل.

ويمثل �ل�شكل )2- 12( منحنى �لاقتر�ن 
ل.

 �ل�شكل )2 -  12(.

 تدريب )٢(
،  وقارنه Ãنحنى ق)�س(=   - �س  - �س - 2 �ر�شم منحنى �لاقتر�ن ك)�س( =  

 تدريب )3(

،  فحدد مجاله و�ر�شم منحناه. 1 - �س �إذ� كان ك)�س(= 4 + 
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 �ل�شكل )2 -  13(.

     مثال )٥(

،  فَحدد مجال ق و�ر�شم منحناه. �س2 - 1 �إذ� كان ق)�س( =    
الحل

لتحديد مجال ق نجد �أ�شفار �لمقد�ر �س2– 1 وندر�س �إ�شارته حول كل منها.
�س2– 1= 0                                             )�إيجاد �أ�شفار �لاقتر�ن(
)�س +1( )�س -1( = 0                                                                            )تحليل �لطرف �لاأي�شر(

�س = -1 ، 1                                                                                            )حل �لمعادلة �لناتجة(                                                                                

   + + + + + +  - - - - - - -   + + + + + +

�شفر�شفر

�إ�شارة �س1-2
قيم �س

1- 1
∞∞- 

ف في هذه �لفترة. وÃا �أن �إ�شارة �س2-1 �شالبة في �لفترة )- 1، 1( فاإنَّ ق غي معرَّ
مجال ق= {�س : �س  ح ، �س ≥ -1 �أو �س ≤ 1}   

�إذن مجال ق هو �لفترتان
.)∞ ،1 [ ، ]1- ، ∞-(

ويمثل �ل�شكل )2-13( منحنى ق.

ر وناقûس qµa
1 - �س  ؟ • ما علاقة  منحنى �لاقتر�ن ك في تدريب )3(  بمنحنى �لاقتر�ن ق)�س( = 
ر �إجابتك. • �إذ� كان ق)�س( = -  �س ، هـ)�س( =   - �س  ، فهل ق)�س( = هـ)�س(؟ برِّ
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     مثال (٦)
1
¢S  

= (¢S)¥ »Ñ°ùædG ¿GÎb’G ≈æëæe º°SQG

πëdG
:’hCG »JB’G ∫hó÷G ¿ƒµf 

1
¢S  

 = (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈æëæe º°Sôd

¢S11
2

1
3

1
40 1-

10
1-
4

1-
3

1-
21-

(¢S)¥1234  ±ô©e ÒZ10-4-3-2-1-

.G kôØ°U ≠¢S , 
1
¢S  

 =(¢S)¥ ¿Gôàb’G ≈æëæe πãªj (14 - 2) πµ°ûdGh
 Üôà≤Jh  áÑLƒe  ¢S  º«b  âfÉc  GPEG  ¬fCG  º°SôdG  øe  ßMÓf
 ,OhóM ÓH OGOõJh kGóL Iô«Ñc íÑ°üJ ¥ º«b s¿EÉa ôØ°üdG øe
 kGóL Iô«¨°U ¿ƒµJ ¥ º«b s¿EÉa Iô«Ñc ¢S º«b âfÉc Éª∏ch
 ¬fCG É k°†jCG ßMÓfh ,áÑLƒe ≈≤ÑJ É¡æµdh ôØ°üdG øe Üôà≤Jh
 ô¨°üJ ¥ º«b s¿EÉa ôØ°üdG øe Üôà≤Jh áÑdÉ°S ¢S º«b âfÉc GPEG
 ¥  º«b s¿EÉa Iô«Ñc áLQóH ¢S º«b äô¨°U GPGh ,OhóM ÓH

 .áÑdÉ°S ≈≤ÑJ É¡æµdh ôØ°üdG øe Üôà≤J

 `g , ∫ å«M  (¢S)∫
(¢S)`g  

= (¢S)¥ IQƒ°üdG ≈∏Y ¬àHÉàc øµªj …òdG ¿Gôàb’G ¿CG É k≤HÉ°S âª∏©J
.Ék«Ñ°ùf ÉfGôàbG ≈ª°ùj  G kôØ°U ≠ (¢S)`g, OhóM …ô«ãc

 CG
(¢S)`g  = (¢S)¥ ¿Gôàb’G ≈æëæe º°SQh ∫ÉéªdG ójóëJ ≈∏Y IóMƒdG √òg »a Éæà°SGQO ô°üà≤à°Sh

 .»≤«≤M OóY CG , q» q£N ¿GôàbG (¢S)`g  å«ëH

.(14  - 2) πµ°ûdG 

  CG
(¢S) `g 

 = (¢S)¥  IQƒ°üdG ≈∏Y »Ñ°ùædG ¿Gôàb’G

 تدريب (٤)

 .√Éæëæe º°SQGh ¥ ∫É› Oóëna ,  2¢S - 4    = (¢S)¥ ¿GÎb’G ¿Éc GPEG
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     مثال )٧(

+3  وحدّد مجاله،حيث �س≠ �شفرً�.
 

1
�س �ر�شم منحنى �لاقتر�ن هـ)�س( = 

الحل

 فاإنَّ منحنى �لاقتر�ن هـ ينتج 
1
�س مجال هـ = ح – {0} ،  وبالاعتماد على منحنى �لاقتر�ن ق)�س( = 

 ، و�ل�شكل )2- 15 (  يمثل منحنى هـ. 
1
�س عن �ن�شحاب للاأعلى بمقد�ر 3 وحد�ت لمنحنى ق = 

  ، نلاحظ �أن مجال �لاقتر�ن 
1
�س وبالاعتماد على �لجدول و�لمنحنى �لبياني  للاقتر�ن ق)�س( = 

ق هو ح – {0}  ، �أي �أن ق غير معرف عند �س= �شفرً�.

 �ل�شكل )2 -  15(.

 تدريب )٥(

 ، و�ر�شم منحناه.
 
3-
�س حدد مجال �لاقتر�ن ق)�س( = 
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     مثال )٨(

1 ، و�ر�شم منحناه.
�س + 2  

حدد مجال ك)�س( =

الحل
مجال ك = ح - { -2 } ، )لماذ�؟(    

 
1
�س  = ق)�س(  �لاقتر�ن  منحنى  على  وبالاعتماد 

للي�شار  �ن�شحاب  عن  ينتج  ك  منحنى  �أن  نلاحظ 

في  كما   .  
1
�س  = ق)�س(  لمنحنى  وحدتين  Ãقد�ر 

�ل�شكل ) 2 –16 (.

 �ل�شكل )2 -  16(.

وüHسوQة عامة

  باتجاه �ليمين  بمقد�ر  �أ 
1
�س   عن �ن�شحاب منحنى ق)�س( = 

1
�س - �أ ينتج  منحنى ك)�س( = 

وَحدة، حيث �أ <0 

  باتجاه �لي�شار 
1
�س 1   ينتج عن �ن�شحاب منحنى ق)�س( = 

�س + �أ كما �أن منحنى ل)�س( =  

بمقد�ر  �أ  وَحدة، حيث �أ <0 

 تدريب )٦(

2  و�ر�شم منحناه.
 �س + 1

حدد مجال �لاقتر�ن ق)�س(= 
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     مثال )٩(

�س و�ر�شم منحناه.  
حدد مجال �لاقتر�ن ق)�س( = �س - 1

الحل
مجال ق = ح - { 1 } ، )لماذ�؟(    

ولر�شم منحنى ق يمكن كتابة �لاقتر�ن ق على �شورة �قتر�ن ن�شبي ب�شطُهُ ثابت. 

 1
�س - 1 + �س - 1

=  �س - 1
 

�س-1+1
�س - 1 �س =  

لاحظ �أن ق)�س( =  �س - 1

1  +1 و�عتمادً� على 
 يعني �أن ق)�س( = �س - 1

  �شيكون منحنى ق تركيب 
1
�س منحنى  هـ)�س( = 

�ن�شحابين �أحدهما لليمين بمقد�ر وحدة و�حدة 
في  كما  و�حدة  وحدة  بمقد�ر  للاأعلى  و�لاآخر 

�ل�شكل )17-2(.

 �ل�شكل )2 -  17(.

 تدريب )٧(

.
 

�س + 5
�س - 3 حدد مجال �لاقتر�ن ل)�س( = 

لحظ اأن:

�إذ� كان ق)�س( �قتر�نا ن�شبيا فاإنَّ مجاله ح - {�أ�شفار �لمقام} .



68

القتران الùµسر…   

تعريف  
هـ )�س( حيث 

م )�س( ي�شمى �لاقتر�ن ك �قتر�نًا ك�شرياً �إذ� �أمكن كتابته على �ل�شورة ك)�س( = 
هـ، م �قتر�نات حقيقية، م)�س( ≠ �شفرً�

ولتحديد مجال �لاقتر�ن �لك�شري فاإننا نجد مجال كل من �لب�شط و�لمقام و �أ�شفار �لمقام، 
. {Ωالمقا QاØسUاأ} - Ωا∫ المقاéس§ ∩ مùا∫ البéسر… = مùµا∫ القتران الéويكون م

     مثال )1٠(

�س2 - 4
�س -  1 

 
حدد مجال �لاقتر�ن ق)�س( =

الحل
نجد مجال كلٍّ من �لب�شط و�لمقام و �أ�شفار �لمقام ثم نطبق �لقاعدة �ل�شابقة كالاآتي:

 يكون �لب�شط معرفا عندما �س –1≤ �شفرً� ومنها تكون  �س ≤1 ،�أي �أن: 
مجال �لب�شط = ]1، ∞(، و بما �أن �لمقام كثير حدود فاإن مجال �لمقام ي�شاوي ح

�أما �أ�شفار �لمقام فهي  -2 ، 2  وعليه يكون:
مجال ق)�س( = ] 1 ، ∞( ∩ ح - { -2، 2} =]1، ∞( - { 2}   

 تدريب )٨(

8 - �س
�س -  3   حدد مجال �لاقتر�ن ق)�س( = 

?Éª¡æe xπc ∫É›h ,…ô°ùµdG ¿GÎb’Gh ,»Ñ°ùædG ¿GÎb’G ÚH ¥ôØdG Ée
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1(   حدد مجال كل من القترانات الآتية:
4 +  �س  - 5 ب(  هـ)�س( =   6 -  �س     ق)�س( =  اأ   ( 

 1
د  (  ز)�س( =  2 + �س 1 -  �س    جـ( ع)�س(  = 3 - 

�س2 + 3
�س +  6  و  (  م)�س( =   �س    

�س - 3 ك)�س( =  هـ ( 

7 + �س 
�س -  2  ح(  و)�س( =     

�س2 - 1
�س2 -  1   ز (  ل)�س( = 

�س2 - 4
  ط ( د)�س( = �س)�س1-3(

2(   ار�سم منحنى كل من القترانات الآتية:
�س + 1   - 2 3 - �س                             ب(  هـ)�س( =   اأ   (  ق)�س( = 

 2-
�س -�س -  1                       د  (  م)�س( =  جـ( ع)�س ( =  

2              و  (  ل)�س( = 3�س-1
�س + 2 هـ (  ك)�س( = 1 + 

. -�س -  3  �س +  3   ،  هـ)�س( =   3(   ار�سم منحنى كل من ق)�س( = 
  وقارن بين منحنييهما .

4(   جد مجال كل من القترانين الآتيين: 
�س + 45 ب(  هـ)�س( =   �س - 32    ق)�س( =  اأ   ( 

    تمارين و مسائل
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للمنازل  �لكهربائية  �لطاقة  ��شتهلاك  تعرفة  ح�شاب  عملية  تتم  كيف  تعرف  �أن  �أردت  �ذ� 
�شتجد �أن �لتعرفة في فاتورة �لكهرباء للا�شتر�ك �لمنزلي مق�شمة �لى فئات كالاآتي:   

التعرaةcمية ال�ست¡لا∑ الûس¡ر…الÄØة
a 33ل�س/ cيلو واط من c 160-1يلو واط / �ساعة �لاأولى
a 77ل�س/ cيلو واط  من c 300-161يلو واط / �ساعة �لثانية
a 86ل�س/ cيلو واط  من c 500-301يلو واط / �ساعة �لثالثة

a 114ل�س/ cيلو واط �أكثر من c 500يلو واط / �ساعة�لر�بعة
و�لاآن هـل ت�شتطيع كتابـة �قتر�ن يمثل �لتعرفـة وكيفيـة ح�شابها لكل �شريحة ��شـتهلاك )�س( 

cيلو واط/ �ساعة? 

لاحظ �أن �لاقتر�ن في �لم�شاألة �ل�شابقة �شوف ياأخذ �ل�شكل �لاآتي:

الæتاLات
• تتعرف �لاقتر�ن �لمت�شعب، وتمثله بيانـيًّا.

• تتعرف �قتر�ن �لقيمة �لمطلقة وتمثله بيانـيًّا.
• تتعرف �قتر�ن �أكبر عدد �شحيح وتمثله بيانـيًّا.

Piecewise Functionأولا: الاقتران المتشعب   

Special Functions         اقترانات خاصة   الفصل الثالث

ق)�س(=

33 �س                                                                                ،   1≥ �س ≥160 
77)�س-160(+ 33 ×160                                            ،  160> �س ≥300
86)�س-300(+ 33 ×160+)300-160(×77         ،  300> �س ≥500 

114)�س-500(+33×160+140×77+200×86   ،     �س<500

هذ�  مثل  معين،  مجال  على  معرفة  قاعدة  وكل  قاعدة  من  �أكثر  له  �أن  ق  للاقتر�ن  كتابتنا  من  نلاحظ 
 .Öسعûا، و�لنقطة )�س ، ق)�س(( �لتي تتغير حولها قاعدة ق ت�شمى نقطة التkسعبûا متkلاقتر�ن ي�شمى اقتران�
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     مثال (١)

:¿GÎb’G ≈æëæe º°SQG

=(¢S)¥
3 ≥¢S     ,   ¢S -
3<¢S     ,       2 

.(6)¥   , (3)¥   , (1)¥    óL ºK

 πëdG
(3>1 ¿C’ ≈dhC’G IóYÉ≤dG øe Ö°ùëj )                                                                       1 - =  (1)¥

(≈dhC’G IóYÉ≤dG øe Ö°ùëj )                                                                        3- =  (3)¥
(3<6 ¿C’ á«fÉãdG IóYÉ≤dG øe Ö°ùëj )                                                                           2 =  (6)¥

 ¬«∏Y áa qô©ªdG ∫ÉéªdG »a IóYÉb πc π«ãªJ ºàj å«M ,¥ ¿Gôàb’G ≈æëæe (18-2) πµ°ûdG ø«Ñjh
.¬°ùØf »fÉ«ÑdG º°SôdG ≈∏Yh IóYÉ≤dG ∂∏J

 ¿GôàbÓd Ö©°ûJ á£≤f »g 3 = ¢S ¿CG ßM’
 ¢S - = (¢S)¥ IóYÉ≤dG øe Ö°ùëJh ¥
 á«fÉãdG IóYÉ≤dG »a áa qô©e ô«Z 3 = ¢S ¿CGh
 ≈∏Y (2,3) á£≤ædG  óæY á≤∏M ™°VƒJ  Gòd

.≈æëæªdG

:ÉeóæY áYÉ°S /•Gh ƒ∏«c ¢S ∑Ó¡à°SG áª«b Ö°ùMG

  •Gh ƒ∏«c 350 = ¢S  (2            •Gh ƒ∏«c 150= ¢S  (1

.(18  - 2) πµ°ûdG 
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     مثال )٢(

�ل�شكل )2-19( يمثل منحنى �لاقتر�ن ق
جد الاإحداثي ال�سيني لنقاط الت�سعب لمنحنى الاقتôان  ق.  )1

�كتب قاعدة �لاقتر�ن  ق.  )2

الحل 
�لاإحد�ثي �ل�شيني لنقطة �لت�شعب لمنحنى ق ي�شاوي �شفرً�.  )1

منحنى  يمثل   )19  -2( �ل�شكل  في   ]0،  ∞  -  ( �لفترة  على  �لمر�شوم  �لجزء  �أن  نلاحظ   )2
�لاقتر�ن ق)�س(= - �س، �أما �لجزء �لمر�شوم على �لفترة ]0، ∞( في �ل�شكل نف�شه فيمثل 
مت�شعب  �قتر�ن  �شكل  �لاقتر�ن ق يكتب على  فاإِنَّ  �لاقتر�ن ق)�س( = �س2، وعليه  منحنى 

كالاآتي:

 تدريب )1(

�ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق حيث:

ق)�س( =   
 -3       ،     �س≥-2 

 - �س2 +1     ،    - 2>�س> 2
 2�س              ،     �س≤ 2

ثم جد ق)-2( ،    ق)0( ،  ق)4(.

ق)�س( =
- �س   ،     �س≥ 0
 �س2    ،     �س<0

 �ل�شكل )2 -19(.

¢S

¢U
4
3
2
1

1     2    3-   2-  1-

(¢S)¥
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.(20  - 2) πµ°ûdG 

 تدريب (٢)

.ì ≈∏Y ± sô©ªdGh ¥ ¿Gôàb’G ≈æëæe πãªj (20 - 2)πµ°ûdG

.¥ ¿Gôàb’G ≈æëæªd Ö©°ûàdG •É≤æd »æ«°ùdG »KGóME’G óL  (1
.¥ ¿Gôàb’G IóYÉb ÖàcG  (2

¢ûbÉfh ô qµa

?(19 -2) πµ°ûdG »a Ö©°ûàdG á£≤f óæY ¥ ≈æëæe ≈∏Y á≤∏M r™ n°VƒoJ ºd GPÉªd
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اذا كان:  )1

ق)�س(=
،      �س>0   - �س + 5  

 4                  ،         0 ≥ �س> 3
 �س+1           ،          �س ≤ 3

فَجد:  ق)-1( ،   ق)0( ،    ق)3(  ،    ق)7( ، ثم ار�سم منحنى ق.
اإذا كان:  )2

              
  

م)�س( =
�س – 2      ،   �س≥0 
�س2 + 1    ،   �س<0

فجد:   م)-3( ،  م)0( ،   م)2( ، ثم ار�سم منحناه.
اكتب قاعدة كل اقتران من القترانات المر�سومة في ال�سكلين الآتيين:  )3

.)22-2( ،)21 -2( 

    تمارين و مسائل

 ال�سكل )2 - 22(. ال�سكل )2 -  21(.

ق)�س(
هـ)�س(

يتقا�سى �ساحب موقف �سيارات بالأجرة مبلغ ن�سف دينار عن اأول �ساعة اأو اأي جزء منها،   )4
ثم يتقا�سى 30 قر�سًا عن كل �ساعة اأو اأيّ جزء منها بعد ذلك، اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

اكتب قاعدة القتران الذي يمثل الأجرة لهذا الموقف. اأ   ( 
ما نوع هذا القتران؟ ب( 

جـ(  ار�سم منحنى هذا القتران.
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ق)�س(=

،       -2 > �س ≥ -1   - �س - 1  
،       -1 > �س ≥ 0   �س + 1  

،       0 > �س ≥ 1   - �س + 1  
،       1 > �س ≥ 2  �س - 1  

* من �أ�شئلة �لاختبار�ت �لدولية.

عامل في م�شنع يعمل �س �شاعة في �لاأ�شبوع، �إذ� كانت �أجرته )4( دنانير في �ل�شاعة، ويح�شل    )5
على �أجرة �إ�شافية تعادل �أجرة �شاعة ون�شف عن كل �شاعة عمل �إذ� كان عدد �شاعات �لعمل 

�أكثر من )40( �شاعة، �كتب �لاقتر�ن جـ)�س( �لذي يمثل �لاأجرة �لاأ�شبوعية للعامل، حيث:
0 ≥ �س ≥ 60

�إذ� كان �لاقتر�ن:  *)6

�أي من �لاأ�شكال �لاآتية تعبر عن �لاقتر�ن ق)�س(؟

¢S

¢U

0

1

1-
     211-2-¢S

¢U

0

1

1-
     211-2-

¢S

¢U

0

1

1-
     211-2-¢S

¢U

0
1-

     211-2-

1

) �أ (

)جـ(

)ب(

) د (
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Absolute Value Functionثانيًا: اقتران القيمة المطلقة   

يدفع تاجر حبوب ) 10 ( دنانير عن 
م�شتودعه  من  يخرج  �أو  يدخل  طن  كل 
�أجرةَ تحميل �أو تنزيل، فاإذ� كانت �لاأعد�د 
�لموجبة ت�شير �إلى عدد �لاأطنان �لتي تدخل 
�إلى �لم�شتودع، وَ�لاأعد�د �ل�شالبة تُ�شير �إلى 

عدد �لاأطنان �لخارجة من �لم�شتودع.
فهل ت�شتطيع كتابة �لاقتر�ن �لذي يمثل تكاليف �لتحميل �أو �لتنزيل؟

�أكمل �لجدول �لاآتي �لذي ي�شير �إلى تكلفة �لتحميل �أو �لتنزيل  �لتي يدفعها �لتاجر.
5 3 1 �شفر 3- 5- عدد �لاأطنان �س

30 50 �لتكلفة بالدينار ق)�س(

�لم�شتودع  �إلى  �لد�خلة  �لاأطنان  عدد  في  �لتكلفة  ح�شاب  في  توؤثر  لا  �لاإ�شارة  �أن  لاحظ 
و�لخارجة منه، و�نما تدل على �تجاه حركة �لحبوب، وعند تعاملك مع �لاأعد�د بغ�س �لنظر عن 

�لاإ�شارة فانك ت�شتخدم �لقيمة �لمطلقة للعدد  �أ  �لتي يرمز لها بالرمز | �أ |.
فاذ� كان �أ  ح فان: | �أ | تقر�أ القيمة المطلقة للعدد �أ وتعني بُعد �لنقطة �أ عن �ل�شفر على خط �لاأعد�د.  

: وب�شكل عام فاإِنَّ

 فمثلا: |3|= 3 
4 =|4-|

1
2  =|

1
2- |

  �أ       ،     �أ≤0| �أ | = 
- �أ     ،    �أ >0  
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وبناء على ما �شبق يمكن كتابة �قتر�ن �لقيمة �لمطلقة  ق)�س( =|�س|دون ��شتخد�م رمز �لقيمة �لمطلقة، 
كالاآتي: 

و�ل�شكل )2- 23 ( يمثل ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق)�س( =|�س|.

 �ل�شكل )2 -  23(.

ولإعادة تعريف اقتران القيمة المطلقة ق)�س( =|هـ)�س(|نتبع 
الخطوات الآتية:

نجد �أ�شفار �لاقتر�ن هـ د�خل رمز �لقيمة �لمطلقة.  )1
�لاأعد�د  خط  على  هـ  �لاقتر�ن  �أ�شفار  نعين   )2

وندر�س �لاإ�شارة حول هذه �لاأ�شفار.
3(  تكون قاعدة �لاقتر�ن ق هي ق)�س( = هـ)�س( 
على �لفتر�ت �لتي تكون فيها �إ�شارة هـ موجبة. 
هــــــي  ق  �لاقـــتر�ن  قاعـــدة  وتكـــــون 
�لتي تكون  �لفتر�ت  ق)�س( = - هـ)�س( على 

فيها �إ�شارة هـ �شالبة.
لنقاط  ال�سينية  الاإحداثيات  مت�سعب، وتكون  اقتران  �سكل  الاقتران ق على  قاعدة  تكتب    )4

�لت�شعب هي �أ�شفار �لاقتر�ن هـ.
     مثال )1(

 �أعد تعريف �لاقتر�ن ق)�س( = |�س - 2|دون ��شتخد�م رمز �لقيمة �لمطلقة ثم �ر�شم منحناه.
الحل

�س - 2 = 0                                                           ) �إيجاد �أ�شفار �لاقتر�ن د�خل رمز �لقيمة �لمطلقة (
        �س = 2                                                                 ) حَلُّ �لمعادلة �لناتجة (

ق)�س( = |�س| = 
�س       ،  �س ≤ 0
- �س   ،  �س > 0

- - - - - - -       + + + + + +
 قاعدة ق2 – �س�س – 2

2
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وبناء على ما �شبق تكون قاعدة �لاقتر�ن ق كالاآتي:
 

ق)�س( = 
�س -2    ،   �س ≤ 2

2 - �س   ،   �س>2  
و�ل�شكل )2-24( يبين ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق.

 �ل�شكل )2 -  24(.

     مثال )٢(

 �أعد تعريف �لاقتر�ن  د)�س( = |2�س + 4|

الحل
2�س +4 = 0                                                                  )�إيجاد �شفر �لاقتر�ن د�خل �لقيمة �لمطلقة(

         �س =  - 2                                                                   )حَلُّ �لمعادلة �لناتجة(

- - - - - - -       + + + + + +2-

 قاعدة د)�س(-2�س – 24�س + 4

وبناء على ما �شبق تكون قاعدة �لاقتر�ن د كالاآتي:

      
د)�س( = 

 2 �س + 4      ،    �س≤ -2
-2 �س -4      ،    �س> -2

|¢S|= (¢S)¥  ≈æëæe h|2-¢S|=(¢S)¥ ≈æëæe ÚH ¿QÉb 

.äÉæ«°ùdG Qƒ ™e ™WÉ≤àdG á£≤fh ΩÉ©dG πµ°ûdG å«M øe 

ق)�س( 
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 تدريب )1(

 �أعد تعريف �لاقتر�ن هـ)�س( = |-2�س| و�ر�شم منحناه.

    مثال )3(

 �كتب قاعدة �لاقتر�ن ق)�س( �لمر�شوم بال�شكل )25-2(
تعلqمتعلqمتعلqم

�إذ� كان ل)�س(= ق)�س( + �أ وكان 
على  �لح�شول  يمكن  فاإنه   0> �أ 
�لاقتر�ن ل من  ر�شم منحنى  ر�شم 
�ن�شحاب  �لاقتر�ن ق وذلك بعمل 
لر�شم ق للاأعلى بمقد�ر) �أ ( وحدة.

الحل
بما �أن ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق هو �شعاعان ينطلقان من �لنقطة )0، 2( ومحور �لتماثل هو محور 
�ل�شاد�ت وبما �أنه تم �ن�شحاب منحنى �لاقتر�ن ق)�س( =|�س| للاأعلى بمقد�ر وحدتين فاإِنَّ قاعدة 

�لاقتر�ن �لمر�شوم هي ق)�س( = |�س|+2.

 تدريب )٢(

�لاقتر�ن  قاعدة  �كتب 
منحناه  �لمر�شوم  ق 

بال�شكل )26-2( 

 �ل�شكل )2 -  26(.

تعلqمتعلqمتعلqم
�إذ� كان ل)�س(= ق)�س( - �أ  وكان 
�أ < 0 فاإنــه يمكن �لح�شــول على 
ر�شم �لاقتر�ن ل من  ر�شم �لاقتر�ن 
ق وذلك بعمل �ن�شحاب لر�شم ق 

للاأ�شفل بمقد�ر) �أ ( وحدة.

 �ل�شكل )2 -  25(.

ق)�س( 

ق)�س( 
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    مثال )4(

 �أعد تعريف �لاقتر�ن هـ)�س( = |�س2 -  �س|
الحل

�س2 -  �س = 0                                                                      )�إيجاد �أ�شفار �لاقتر�ن د�خل �لقيمة �لمطلقة(
�س) �س – 1( = 0                                                                )تحليل �لمعادلة �لتربيعية(

�س =0  �أو  �س = 1                                                              )حلُّ �لمعادلة �لناتجة(

+ + + + +  - - - - -       + + + + +
�س– �س2

10

�س2 – �س�س2 – �س قاعدة هـ)�س(
�لاإ�شارة
-∞∞قيم �س

∴ هـ)�س( =

 �س2 - �س      ،          �س> 0 
  �س – �س2      ،    0≥�س≥ 1

 �س2 - �س      ،        �س< 1

 تدريب )3(

�كتب قاعدة �لاقتر�ن د)�س( = |�س2 -  3�س - 4| دون ��شتخد�م رمز �لقيمة �لمطلقة.
�لتي  �لقيمة �لمطلقة في حل �لمعادلات و�لمتباينات  ��شتخد�م تعريف  وبناء على ما �شبق يمكن 

تت�شمن �لقيمة �لمطلقة، كما في �لاأمثلة �لاآتية:

    مثال )٥(

جد مجموعة �لحل للمعادلة |�س-1|= 5 
الحل

من تعريف �لقيمة �لمطلقة نجد �أنه:
�إما �س-1 = 5   ومنها  �س= 6

�أو �س-1 = -5   ومنها  �س= -4
وبالتا› فاإنّ مجموعة �لحل  هي:  } -4، 6{
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 تدريب )4(

جد مجموعة �لحل للمعادلة |3�س-1| = 4

?|Ü|+|CG| , |Ü+CG|ÚH ábÓY ∑Éæg πg

.∂àHÉLEG ô q°ùa  ì  Ü , CG å«M

Hع†س üNساüFس القيمة المطلقة:
: �إذ� كان �أ  ì+ وكانت �س، �س  ح فاإِنَّ

|�س| = �أ     �س= �أ ، �س= - �أ  )1
|�س| > �أ    - �أ > �س > �أ  )2

|�س| < �أ    �س < �أ  �أو �س> - �أ  )3
|�س2| = �س2   )4

�س2    = |�س|     )5
|�س + �س|≥|�س|+|�س|  )6

    مثال )٦(

جد مجموعة حل �لمتباينة |�س+2| < 5 ومثِّلها على خط �لاأعد�د.

الحل
|�س+2| < 5

�إمّا �س+2>-5     �أو      �س+2 < 5                                                                   )ح�شب خا�شية )3((
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:¿CG èàæj ÚàæjÉÑàŸG πëH
( áæjÉÑàŸG §«°ùÑJ)                                                      3 < ¢S hCG   ,    7- > ¢S     É qeEG 

,( ∞ , 3) ∪ (7- , ∞-) :áæjÉÑàŸG πM áYƒª› ¿ƒµJ ‹ÉàdÉHh
:»JB’Éc OGóYC’G §N ≈∏Y É¡«∏ã“h 

   
    مثال (٧)

.OGóYC’G §N ≈∏Y É¡∏uãeh 3 ≥|1+¢S2| áæjÉÑàŸG πM áYƒª› óL 

πëdG
 3 ≥ |1+¢S2|

((2) á«°UÉN Ö°ùM)                          3 ≥ 1+ ¢S2  ≥  3- 
(áKÓãdG ±GôWCÓd 1- áaÉ°VEG)                                 2  ≥   ¢S2   ≥ 4- 

(2 ≈∏Y ±GôWC’G ™«ªL áª°ùb)                                       1   ≥  ¢S  ≥ 2- 
:»JB’Éc OGóYC’G §N ≈∏Y É¡∏«ã“h , ] 1 ,2- ]  áæjÉÑàŸG πM áYƒª› ¿ƒµJ ‹ÉàdÉHh

 تدريب (٥)

 :á«JB’G äÉæjÉÑàŸG øe xπc uπM áYƒª› óL
8< |6-¢S4|  (2     4 > |7+¢S2| >1 (1

 ∂àHÉLEG QôH ?(¢S)`g = (¢S)¥ π¡a , 2¢S  = (¢S)`g , 2( ¢S ) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

.(¿GÎbG πc ≈æëæe º°SQG :OÉ°TQEG)
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2 ( ، ق)4(.( 1
3 �إذ� كان ق)�س(=|3�س-2|،  فَجد  ق)0( ،  ق) 

�كتب قاعدة �لاقتر�ن ق)�س( =|6- 2�س|، دون ��شتخد�م رمز �لقيمة �لمطلقة ثم �ر�شم منحناه.( 2
�أعد تعريف كل من �لاقتر�نات �لاآتية و�ر�شم منحنى كل منها.( 3

�أ   (  هـ)�س( = |2�س-3| + 4 
ب(  م )�س( = 2- |�س +1|

جـ(  ع)�س( = |3�س - 6|   ،  �س  ] -1، 5[
د  (   ل)�س( = |6 + 2�س| - 1

جد مجموعة حل كل من �لمعادلات �لاآتية:  )4
ب( |3�س+1| = |�س+4| �أ   ( |2�س+1| = 5   

جـ(  �س - |�س| + 3 = 0 
جد مجموعة حل كل من �لمتباينات �لاآتية ومثلها على خط �لاأعد�د.  )5

ب( |2�س+ 12| < 7 �أ  (  |4 - �س| ≥ 2  
جـ(  2 > |5 - �س| > 4

�ر�شم  ثم  �لمطلقة  �لقيمة  رمز  ��شتخد�م  دون   ،|4  - =|�س2  ق)�س(  �لاقتر�ن  قاعدة  �كتب   )6
منحناه.

يمثل  و�لذي   )27  -2( �ل�شكل  على  �عتمد   )7
ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق)�س( = |�أ�س+ ب| في 

�إيجاد قيم �لثابتين �أ ، ب.

    تمارين و مسائل

 �ل�شكل )2 -  27(.

ق)�س( 
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ت�شي در�جة ب�شرعة ثابتة مقد�رها 40كم / �شاعة من �لموقع ) �أ ( �إلى �لموقع )جـ( مرورً� بالموقع   )8
)ب( دون توقف، وي�شتغرق و�شول �لدر�جة من �لموقع ) �أ ( �إلى �لموقع )ب( 3 �شاعات، �إذ� 

علمت �أن �لم�شافة بين �لدر�جة و �لموقع)ب( تح�شب وفق �لقاعدة:
ف)ن( =40|3- ن|، حيث ن: �لزمن بال�شاعات، ف: �لم�شافة بالكيلومتر�ت، 

�ح�شب �لم�شافة بين �لدر�جة و �لموقع )ب( في كلٍّ من �لحالات �لاآتية:
        �أ  ( بعد �شاعتين.                         ب( بعد ثلاث �شاعات.

       جـ( بعد �أربع �شاعات.                  د ( ماذ� تلاحظ؟ ف�شر �إجابتك.

(CG)(Ü)
(ê)
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   Greatest integer Functionثالثًا: اقتران أكبر عدد صحيح   

�أعلن �أحد �لمحلات �لتجارية عن �لخ�شم �لمبين في �لجدول �لاآتي:
مقد�ر �لخ�شم بالدينار قيمة �لم�شتريات بالدينار

0 �أقل من 10 دناني
1 من 10 دناني �إلى �أقل من 20 دينارً�
2 من 20 دينارً� �إلى �أقل من 30 دينارً�
3 من 30 دينارً� �إلى �أقل من 40 دينارً�

�لذي تح�شل  �لخ�شم  مقد�ر  فما  دينارً�،  بمبلغ 15  ب�شاعة  �لمحل  �شيدة من  ��شترت  �إذ� 
عليه؟ وكم �شتدفع للبائع؟ وكم تدفع �شيدة ��شترت ب�شاعة بمبلغ 20 دينارً�؟ 

بفر�س �أن مقد�ر �لخ�شم يمثل �قتر�نًا مثل ق فانه يمكنك كتابة قاعدة �لاقتر�ن �ل�شابق، حيث 
�س تمثل قيمة �لم�شتريات بالدينار، بال�شورة �لاآتية:

ق)�س( =

 0       ،    0≥ �س > 10
1        ،    10≥ �س > 20
2        ،    20≥ �س >30
3        ،    30≥ �س >40

ياأخذ  فاإنه  ق  �لاقتر�ن  منحنى  ر�شم  وعند 
�ل�شينات  محور  تو�زي  م�شتقيمة  قطع  �شكل 

�نظر �ل�شكل)2- 28(.
 �ل�شكل )2 - 28(.

. )íسحيU دóع Ècإن مثل هذ� �لاقتر�ن ي�شمى  )اقتران اأ�

ر وناقûس qµa
هل لÓقتôان ق نقاط ت�سعب? اôcPها.
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تعريف      
�لاقتر�ن ق �لذي يقرن كل عدد حقيقي �س باأكبر عدد �شحيح �أقل من �أو ي�شاوي �س، ي�شمى 

اقتران اأÈc عóد Uسحيí  ويرمز له بالرمز ]�س[

نَّ ق)�س( = ]�س[ = ن وب�شورة عامة �إذ� كان  ن ≥ �س> ن+1 حيث ن عدد �شحيح، فاإِ

     مثال )1(

�إذ� كان ق)�س( = ]�س [، جد:
ق)-1( ، ق)4( ، ق)-2٫5( ، ق)1٫8(

الحل
ق)-1( = ]-1 [ = -1

ق)4( = ]4  [= 4
ق)1٫8( = ]1٫8 [   = 1

ق)-2٫5( = ]-2٫5 [ = -3 
ومن تعريف �قتر�ن �أكبر عدد �شحيح يمكن ملاحظة �أن:

]�س [ = -1 عندما -1≥ �س > 0
]�س [ = 0 عندما 0≥ �س >1 

]�س [ = 1 عندما 1≥ �س >2    وهكذ� ....

     مثال )٢(

�كتب قاعدة �لاقتر�ن ق)�س(= ] �س [ ، �س  ] -1 ، 3 [ دون ��شتخد�م رمز �أكبر عدد �شحيح، 
و�ر�شم منحناه.
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    مثال )3(

  �أعد تعريف �لاقتر�ن ق)�س(= ] 2�س [ ،حيث  -1≥ �س> 1 .
الحل

:   -2≥ 2�س > 2 وبالتا› ] 2�س [ ياأخذ �إحدi �لقيم �لتالية :   Ãا �أن -1≥ �س > 1 فاإِنَّ
                  :   -2 ، -1 ، 0 ، 1 لماذ�؟  �أي �أنَّ

]�س [ = 

 -1        ،  -1≥ �س >0
0           ،  0≥ �س > 1
1           ،  1≥ �س > 2
2           ،  2≥ �س > 3

 3          ،  �س = 3

 �ل�شكل )2 -29(.

 تدريب )1(

�ر�شم منحنى هـ)�س( = ] �س [ + 1، حيث �س  ] -2 ، 2 [

 و�ل�شكل )2- 29( يو�شح ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق.

الحل
يمكن كتابة �لاقتر�ن ق على �لنحو �لاآتي:

ق)�س( =

-2     ،     -2≥ 2�س >-1
-1    ،     -1≥ 2�س > 0

0       ،     0≥ 2�س > 1
1       ،      1≥ 2�س > 2

.≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG ‘ ¥ ¿GÎbÓd Ö©°ûàdG •É≤f óL

.≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG ‘ ¥ ¿GÎb’G ióe óL
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 تدريب )٢(

 �أعد تعريف كل من �لاقتر�نات �لاآتية و�ر�شم منحناه :
1(   ق)�س( =  ]3�س [ - 1،حيث     -1≥ �س >1 

 �س+ 1[، حيث -2≥ �س ≥4
1
2 2(  هـ)�س( = ]

ق)�س( =

-2     ،    -1    ≥ �س > -0٫5
-1    ،   -0٫5 ≥ �س >0 

0       ،     0      ≥  �س > 0٫5
1       ،    0٫5  ≥  �س > 1

                :  وبتب�شيط �لمتباينات في �لتعريف و�لتي على �ل�شورة  ن ≥ 2�س > ن+1 ،  فاإِنَّ

     مثال )4(

 �كتب قاعدة  �لاقتر�ن ق)�س(= ]4 - �س[ ،  حيث   -2> �س ≥2.
دون ��شتخد�م رمز �أكبر �ل�شحيح.

الحل
 Ãا �أن ن ≥ 4- �س > ن+1 فاإن  
ن -4 ≥ - �س > ن-3  وبالتا› 

 3- ن > �س ≥ 4- ن                                                                                                   )تب�شيط �لمتباينة(
: وبالتعوي�س في ن  بالقيم 2 ، 3 ، 4 ، 5   لماذ�؟ فاإِنَّ

ق)�س(=

5            ،     -2 > �س ≥-1
4            ،     -1 > �س ≥  0
3            ،     0> �س ≥  1

2            ،     1> �س ≥2

ر وناقûس qµa
لماذ� و�شعت �إ�شارة �لم�شاو�ة على يمين �لفترة �لجزئية في جميع �لفتر�ت �لجزئية في مجال ق؟
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     مثال )٥(

 �س[ +3 على �لفترة ]-2 ، 6(  
1
2  �ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق)�س(=]

الحل
تتغير وفقها  �لتي  �لجزئية  �لفترة  �إعادة تعريفه; حيث طول  بدَّ من    لر�شم منحنى �لاقتر�ن ق لا 

1 = 2 وعليه يكون:
 | 1

2 |  
قاعدة هذ� �لاقتر�ن هي

ق)�س(=

2        ،   -2 ≥ �س >0
3        ،   0≥ �س >2

4        ،   2≥ �س > 4
5        ،   4≥ �س > 6

 و�ل�شكل )2- 30( يو�شح ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق. �ل�شكل )2 -  30(.

ح فاإننا نكتب هذ� �لاقتر�ن دون  �أ ، ب   ]�أ�س + ب[ ، حيث  لر�شم منحنى ق)�س(=  ملاح¶ة: 
��شتخد�م رمز �أكبر عدد �شحيح، �أي نكتب ق ب�شورة مجز�أة حيث تتغي قاعدة �لاقتر�ن بعد كل 

من مجال ق.
 

1
|�أ| 

فترة جزئية طولها 

 تدريب )3(

�ر�شم منحنى ق)�س( = ]3 - �س [ ، �س   ]-3 ، 3[

     مثال )٦(

جد مجموعة حل �لمعادلة ]3�س[ = 4 

الحل
لاإيجاد حل �لمعادلة ]3�س[ = 4 ن�شتخدم �لقاعدة:
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     مثال )٧(

 جد مجموعة حل �لمعادلة ] 3- 2�س[ = 1

الحل
 حل هذه �لمعادلة كالاآتي:
1 ≥ 3- 2�س > 2           

-2 ≥ - 2�س >-1                                                                   )طرح 3 من جميع �لاأطر�ف(
1                                                                                   ) ق�شمة جميع �لاأطر�ف على -2(

2 1 ≤  �س < 
>  �س  ≥ 1                                                                                  )ترتيب �لمتباينة( 1

2  
] 1 ، 1

2 �أي �أنَّ مجموعة �لحل = ) 

 تدريب )4(

 جد مجموعة حل �لمعادلة ]-2�س[ = 5 ومثِّلْها على خط �لاأعد�د.

�إذ� كان ]�س[ = ن ، فاإن   ن ≥ �س> ن+1حيث ن عدد �شحيح.
وعليه يكون:  ]3�س[ =4 �إذ� كان 4≥ 3�س >5 

5                                                                            )ق�شمة حدود �لمتباينة على 3(
3  ≥ �س> 

4
3

.) 5
3  ، 4

3 �أي �أنَّ مجموعة �لحل = ]

     مثال )٨(

 جد مجموعة حل �لمتباينة  2 >] �س +1 [> 4 ومثِّلْها على خط �لاأعد�د.

الحل
:  بما �أن قيمة �قتر�ن �أكبر عدد �شحيح ت�شاوي د�ئما عدد�ً �شحيحاً فاإِنَّ

�لعدد �ل�شحيح �لذي يقع بين 2 ، 4 هو فقط 3 ،  وعليه يكون:
]�س + 1[ = 3 
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 تدريب )٥(

 جد مجموعة حل �لمتباينة  4≥ ] 2�س – 1 [ >6 ومثِّلها على خط �لاأعد�د.

:ì  åس[, حي�[ íسحيU دóع Ècس اأüFساüN ع†سH
1( ]�س[ ≥ �س

2( ]�س + �أ[ = ]�س[ + �أ حيث �أ  �س
3( 0≥ �س - ]�س[ > 1

     مثال )٩(

 �كتب قاعدة �لاقتر�ن ق)�س( = ]�س+0٫5[،  حيث   -1٫5≥ �س ≥ 2 دون ��شتخد�م رمز �أكبر 
عدد �شحيح ثم �ر�شم منحناه.

الحل
 لاحظ �أن هذ� �لاقتر�ن هو �قتر�ن �أكبر عدد �شحيح، ولكي نختار بد�ية لاإحدi �لفتر�ت �لجزئية 
لهذ� �لاقتر�ن: ن�شاوي ما د�خل �أقو��س �أكبر �شحيح بعدد �شحيح مثل -1 ، �أي �أن �س+0٫5= -1 

�ذ�ً ت�شبح �س = - 1٫5 بد�ية لاإحدi �لفتر�ت �لجزئية، وعليه يكون:

�أي �أنَّ  3≥ �س + 1 >4                                                                       )تعريف �أكبر عدد �شحيح(
2 ≥  �س >3                                                                                                 )حل �لمتباينة(

�أي �أن مجموعة �لحل = ]2 ، 3 (.
وتُمثَّل مجموعة �لحل على خط �لاأعد�د  كما في �ل�شكل:   

.¢üFÉ°üÿG √òg áë°U ÈàNGh ¢S Ò¨àª∏d É kª«b ÎNG
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ق)�س( =

،   -1٫5   ≥ �س > -0٫5  1- 
0        ،   -0٫5   ≥ �س > 0٫5     

1        ،     0٫5   ≥ �س  > 1٫5
2        ،     1٫5   ≥ �س  ≥  2 

 �ل�شكل )2 -  31(.

 IÎØdG »g (9) ∫Éãe ‘  ¥ ¿GÎb’G ∞jô©J ‘ IÎa ôNBG  âfÉc GPÉŸ

.∂àHÉLEG QôH ? 2^5 ,1^5[ IÎØdG ¢ù«dh  2  ,1^5[

 تدريب )٦(

�كتب قاعدة �لاقتر�ن هـ)�س(= ]2�س + 0٫4[   حيث  -0٫2≥ �س >2 دون ��شتخد�م 
رمز �أكبر عدد �شحيح و�ر�شم منحناه.

و�ل�شكل )2- 31( يو�شح منحنى ق.

.∂àHÉLEG QôH ?ájOó©dG áª«≤dG å«M øe
 

1
¢S  , 1 

]¢S[
 ÚH ábÓY ∑Éæg πg
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1 )) 1-
2 (، ق) 1

2 اإذا كان ق)�س( = ]�س +1[ فجد: ق)-1( ، ق)0( ، ق)
اكتب قاعدة كل من القترانات الآتية دون ا�ستخدام رمز اأكبر عدد �سحيح، وار�سم منحنى ( 2

كل منها.
ق)�س( = ]�س + 4[ ،   حيث  -2≥ �س > 2 اأ   ( 
ك)�س( = ]2- �س[  ،   حيث -1≥ �س > 3  ب( 

 �س + 0.3[  ،   حيث 0≥ �س ≥ 6 
1
2 ل)�س( = ] جـ( 

 1  فجد كلاًّ من:( 3
]�س[ ،  هـ)�س( = 

 
�س1 اإذا كان ق)�س( = 

ق)2(، هـ)2(   اأ   ( 
  ) 1-

3 -1 (، هـ)
3  ب( ق)

 جـ( ق)1.7( ، هـ)1.7(.

 + �س  ،   حيث �س  ]-3 ، 5 [( 4
1-
�س3 اأعد تعريف القتران ق)�س( =  

جد مجموعة حل المعادلة �س - ]�س[ = �سفرًا  ،   حيث -2 ≥ �س >1 ( 5

جد مجموعة حل كل من المعادلت الآتية:( 6

ب( ]�س - 4[ - 2.3 = 1.5  ]6 – 2�س[ = �سفرًا     اأ   ( 

جد مجموعة حل كل من المتباينات الآتية: ( 7
ب(  -2 ≥ ]4�س - 2[ > 0   اأ   (   3 ≥ ]3�س +1[ > 4 

1> ] 5�س + 1 [ > 2  جـ( 

    تمارين و مسائل
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                     الæتاLات
• نتعرف مفهوم تركيب �قتر�نين.

• تجد ناتج تركيب �قتر�نين.
• ت�شتخدم تركيب �قتر�نين  في حل م�شائل حياتية. 

• تتعرف �لاقتر�ن �لعك�شي.
• تجد �لاقتر�ن �لعك�شي لاقتر�ن معطى )�إن �أمكن(.

Operations on Functions  العمليات على الاقترانات الفصل الرابع

�س، حيث  بالعلاقة  ق)�س( = 0٫025  يُعطى  �لولادة  لحظة  �لطفل   Æدما وزن  كان  �إذ� 
�س وزن �لطفل عند �لولادة، و�إذ� كــان وزن دماغــه عند بلوغه �ل�شنة �لثالثة من �لعمر يعطى 
بالعلاقة هـ)�س(= �س+ 0٫05 ، حيث �س وزن دماغه عند �لولادة، جد وزن دماÆ طفل بلغ 

�ل�شنة �لثالثة من عمره �إذ� كان وزنه عند �لولادة ثلاثة كيلوغر�مات.

لح�شاب وزن دماÆ �لطفل عند بلوغه �ل�شنة �لثالثة من �لعمر يجب ح�شاب وزن �لدماÆ عند 
�لولادة، ثم �لاعتماد على �لنتيجة لح�شاب وزن �لدماÆ عند بلوغه �ل�شنة �لثالثة من �لعمر، وبذلك 

يكون وزن دماÆ �لطفل عند �لولادة  ق)3( = 0٫025 × 3 = 0٫075 كغ.
ويكون وزن دماÆ �لطفل عند بلوغه �ل�شنة �لثالثة :
هـ)0٫075( = 0٫075+ 0٫05=0٫125 كغ.

�لثالثة بالاعتماد على وزنه  �ل�شنة  �أنه يمكنك ح�شاب وزن دماÆ �لطفل عند بلوغه  نلاحظ 
عند �لولادة با�شتخد�م �قتر�ن جديـــد هو ع)�س( ينتــج من تــركيب �لاقتر�نيْنِ  ق، هـ بحيث �إنَّ 

ع)�س(= هـ)ق)�س(( وتُقرَ�أ هـ بعد ق لـ �س ونعبر عن ذلك )هـoق()�س(.

Composition of Functionsأولاً: تركيب الاقترانات   
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�نظر �ل�شكل )2-32(.وعليه يكون ع)�س( = 0٫025 �س + 0٫05 حيث �س وزن �لطفل عند �لولادة. 

)هـ o ق( )�س(

ق
30٫0750٫125

هـ

     مثال )1(

 �إذ� كان ق)�س( = 2�س + 1 ، هـ)�س( = 4�س – 3 .
 فجد قيمة كل مما ياأتي:

)هـ o ق( )2( ، )ق o هـ( )2( ، )هـ oق( )0( ، )قoهـ( )0(

الحل
)هـ o ق( )2( = هـ)ق)2(( = هـ)5( =17

)ق o هـ( )2( =  ق)هـ)2(( = ق)5( = 11
)هـ oق( )0( = هـ)ق)0(( = هـ)1( = 1

)قoهـ( )0( = ق)هـ)0(( = ق)- 3( = - 5 

?á«∏jóÑJ á«∏ªY äÉfGÎb’G Ö«côJ á«∏ªY πg

 تدريب )1(

�س +  3   فجد:  �إذ� كان ق)�س(= �س2 ، هـ)�س( =  
)ق o هـ( )1(  ، )هـ o ق( )1(  ، )ق o هـ( )-2(  ، )هـ o ق( )-2(

ûHسµل عاΩ  يتم تركيب �لاقتر�نين ق ، هـ �إذ� كان مدi ق مجموعة جزئية من مجال هـ، ونعبر 
عن ذلك بال�شورة )هـ o ق( )�س( وي�شاوي هـ)ق)�س((.

�ل�شكل )32-2(.
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     مثال )٢(

 �إذ� كان ق)�س( = 2�س2– 3، هـ)�س( = 4�س +1 فجد قاعدة كل من:
1(  )قoهـ( )�س(             2(  )هـ oق( )�س(             3(  )هـoهـ( )�س( .

الحل 
)قoهـ( )�س(  = ق)4�س + 1( = 2)4�س + 1(2– 3   )1

                                = 2)16�س2 +  8�س + 1 ( – 3 = 32�س2 + 16�س – 1 
)هـ oق( )�س( = هـ)2�س2– 3 ( = 4)2�س2– 3( + 1   )2

                                = 8�س2– 12 +1 = 8�س2– 11 
)هـ oهـ( )�س( = هـ)4�س + 1( = 4)4�س + 1( +1 = 16�س + 5   )3

نلاحظ �أن )ق o هـ( )�س( ≠ )هـ oق( )�س(.

 تدريب )٢(

 )�س + 2(، فجد قاعدة كل من: 
1
3 �إذ� كان ق)�س( = 3�س – 2، هـ)�س( = 

 1(  )ق o هـ( )�س(                 2(  )هـ o ق( )�س(            3(  )ق o ق( )�س( .

     مثال )3(
 �س+7    ،   �س > 2
2�س       ،    �س ≤ 2 �إذ� كان ق)�س( = 3�س2 + 5 ، هـ)�س( = 

فجد قيمة كل من: 1(  )ق o هـ( )3( 
2(  )هـ o ق( )0(

الحل
1(  )ق o هـ( )3( = ق)هـ)3(( = ق)6( = 3 × 36 +5 = 113 

2(  )هـ o ق( )0( = هـ)ق)0(( = هـ)5( = 2 × 5 = 10 

 .∂àHÉLEG QôH ?(¢S)(¥o `g) IóYÉb OÉéjEG ™«£à°ùJ π¡a , ¢S  = (¢S)`g , 2 + ¢S =(¢S)¥ ¿Éc GPEG
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 تدريب )3(

 �إذ� كان ق)�س( = �س3 ، هـ)�س( = |2�س + 3|
( ، )هـ o ق()�س( ، )ق o هـ()�س(  1-

2 ( ، )ق o هـ() 1-
2  فجد :    )هـ o ق()

     مثال )4(

 �إذ� كان ق)�س( = �س2 + 1 ،  هـ)�س( = 3�س ،   فجد قيم �س �لتي تحقق:
1( )ق o هـ( )�س( = 10     ،      2(  )هـ o ق( )�س( =15 

الحل

2( )هـ o ق()�س( =15
هـ)ق)�س(( = 15    

هـ)�س1+2( = 15
3)�س1+2( =15

⇐ �س2= 4  ⇐  �س = 2 ، -2 �س1+2 = 5      

1( )ق o هـ()�س( = 10          
ق)هـ)�س(( =10 
ق)3�س( = 10  
)3�س(1+2=10

⇐ �س2= 1  ⇐  �س= 1 ، - 1 9�س1+2 = 10  

 تدريب )4(
فجد كلاًّ مما ياأتي  �س -  9  �س -  3  ،ع)�س( =     3

�إذ� كان ق)�س( = �س2 ،  هـ)�س( =  
)�إن �أمكن( :

(  قيمة �س حيث )هـ o ق()�س( = 1                    ب (  )ق o هـ( )�س( �أ  
(  )ع o ق()�س(  د  (  )ق o ع()�س(   ج ـ
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جد قيمة كل من: )ق o هـ( )1(  ،  )هـ o ق( )-2( ، )هـ o ق( )-3( في كل مما ياأتي:( 1
ق)�س( = 4�س2    ،    هـ)�س( = 2�س + 7 �أ  ( 

5 
�س2 + 1  

ق)�س( = -3�س    ،    هـ)�س( = ب( 

 1 +2 ،  فجد:( 2
2�س �إذ� كان ق)�س( = 2�س3    ،   هـ)�س( = 

 �أ  (  )قoهـ( )�س(
ب(  )هـ o ق( )�س(

�س -  3   ، هـ)�س( = )�س+3(2 ،فجد :( 3 �إذ� كان ق)�س( =  3
)قoهـ( )1(  �أ  ( 
ب(  )هـ oق( )2(

جـ(  )قoهـ oق( )- 8(

�إذ� كان ق)�س( = �س3  ،  هـ)�س( = 2|�س+1| ،  فجد:( 4
 �أ  (  )قoهـ( )-2(
ب(  )هـ oق( )2(

جـ(  )هـ oق( )�س(. 

تبيّن �أنَّ حجم ثمرة ياأخذ �شكلًا كرويًّا تقريبًا يعطى ح�شب �لاقتر�ن ح)ر( = π ر3 +1٫5 ( 5
حيث ر: ن�شف قطر �لثمرة  بالمليمتر، و�أن ن�شف قطر هذه �لثمرة يزد�د وفق �لقاعدة:

ن �لثمرة ،  ر = ف)ن( = 0٫006 ن2 + 0٫02 ن + 0٫5حيث ن: �لزمن بالاأيام بعد تكوُّ
�ح�شب حجم �لثمرة بعد مرور 50 يومًا على بدء تكونها. 

    تمارين و مسائل
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10دنانير ( 6 ال�سيارة  اأجرة  الآتي:  النحو  على  لل�سياح  خدماتها  بتقديم  �سياحية  �سركة  تقوم 
دليلا  ال�سائح  اأراد  واإذا  بزيارته،  ال�سائح  يرغب  اأثري  موقع  كل  عن  دنانير   5 اإليها  م�سافا 

�سياحيًّا في�ستوجب عليه اأي�ساً دفع 20% من مجمل التكاليف، اأجب عن كلٍّ مما ياأتي: 
اأكمل الجدول الآتي: اأ  ( 

12345عدد المواقع الأثرية 
1520التكلفة ع = ق)�س(

24التكلفة مع الدليل هـ)ع(

اكتب قاعدة القتران )هـ o ق()�س( .  ب( 

يقدم محل تجاري كوبونًا مجانيًّا بقيمة )20 ( دينارًا، وخ�سم 20% على �سعر الأجهزة ( 7
الكهربائية، اإذا اأراد �سخ�س اأن ي�ستري ثلاجة بقيمة )�س( دينار. اأيهما اأف�سل اأن يقدم ال�سخ�س 

الكوبون اأول ثم يح�سل على الخ�سم، اأم اأن يح�سل على الخ�سم ثم يقدم الكوبون؟
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Inverse Functionثالثًا: الاقتران العكسي   

درجة  و�لدته  فقا�شت  طفل  حر�رة  درجة  �رتفعت 
حر�رته  �أن  ووجدت  فهرنهايتي  حر�رة  Ãيز�ن  حر�رته  
من  �لحر�رة  درجة  �ل�شيدة  هذه  تحول  فكيف   º104
�لقيا�س فهرنهايت  �إلى قيا�س �شل�شيو�س؟  علمًا باأن �لتحويل 
بالقاعــدة  يعطى  فهرنهايت  �إلى  �شل�شيو�س  �لقيا�س  من 
�لحر�رة  درجة  �س  حيث   ،32  + �س   9

5  = ف)�س( 
بال�شل�شيو�س، ف بالفهرنهايت.

     مثال )1(

يمثل �ل�شكل )2 –33/ �أ ( �لاقتر�ن ق

في  �لاأ�ــشــهــم  �تــجــاه  عك�شت  و�إذ� 
�ل�شكل   هذ�  في  �ل�شهمي  �لمخطط 

فاإنك تح�شل على �لمخطط �ل�شهمي
�ل�شكل )2- 33/ب(

�ل�شكل )2- 33/ب(�ل�شكل )2- 33/ �أ (
نلاحظ �أنَّ �ل�شكل )2-  33/ب(  يمثل �قتر�نا جديدً� هو ل وعند كتابة �لاقتر�نين  ق ، ل

 : كمجموعتين من �لاأزو�ج �لمرتبة فاإنَّ
ق = })1، 6 ( ، ) 2 ، 7 ( ، ) 3 ، 5 ( ، )4 ، 8 ({
ل  = }) 5 ، 3( ، ) 6 ، 1 ( ، ) 7 ، 2 ( ) 8 ، 4 ({

وبمقارنة هاتين �لمجموعتين تلاحظ �أن كل زوج مرتب في ل، قد نتج عن �إبد�ل م�شقطي زوج 
مرتب في ق وي�شمى �لاقتر�ن ل ) القتران العùµس«s ( للاقتر�ن ق، ويرمز له بالرمز ق-1.
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و�ذ� عك�شت �تجاه �لاأ�شهم في �ل�شكل 
على  تح�شل  فاإنّك   ) �أ   /34  -  2  (

�لمخطط �ل�شهمي في �ل�شكل
) 2 –34/ب (

�ل�شكل )2- 34/ب(�ل�شكل )2- 34/ �أ (

يمثل �ل�شكل ) 2 –34/ �أ ( مجال ومدi �لاقتر�ن ق

�إِنَّ هـذ� �لمخطط �ل�شهمي في �ل�شكل )2 – 34/ ب( لا يمثل �قتر�ناً. لماذ�؟

تعريف    
ي�شمى �لاقتر�ن و�حدً� لو�حد �إذ� كان كل عن�شر في مد�ه هو �شورةً لعن�شر و�حد فقط في مجاله، 

�أي �أنّه لكل �س1≠ �س2 في مجال ق فاإن ق )�س1( ≠ ق ) �س2(

اNتباQ الخ§ الaق«
 يكون �لاقتر�ن و�حد�ً لو�حد �إذ� كان �أي خط م�شتقيم مو�زٍ لمحور �ل�شينات يقطع منحنى 

�لاقتر�ن في نقطة و�حدة على �لاأكثر.

ويمكن تمييز �قتر�ن �لو�حد لو�حد با�شتخد�م �ختبار �لخط �لافقي.

?ßMÓJ GPÉe ?
 

1
¥  ,  1-¥  :óL

 .á∏ãeCÉH ∂àHÉLEG ºYO ?GPÉŸh , lq»°ùµY l¿GÎbG ¬d ¿GÎbG πc πg

�س�س�س�س
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     مثال )٢(

�أي من �لاقتر�نات �لممثلة في �ل�شكل )2 - 35 ( يُعدُّ �قتر�ن و�حد لو�حد؟ مع ذكر �ل�شبب: 

¢S

(CG)(Ü)(`L)

¢U

¢S

¢U

¢S

¢U

�ل�شكل ) 2 - 35 (.  

م )�س( = 2هـ )�س( = �س2 ق )�س( = 3�س

الحل
 : با�شتخد�م �ختبار �لخط �لاأفقي تجد �أنَّ

مَ خط �أفقي �شيقطع منحنى �لاقتر�ن في  �ل�شكل ) �أ ( �لاقتر�ن  ق  �قتر�ن و�حد لو�حد، لاأنَّه �إذ� رُ�شِ
نقطة و�حدة فقط.

مَ خط �أفقي �شيقطع منحنى �لاقتر�ن  �ل�شكل )ب( �لاقتر�ن هـ لي�س �قتر�ناً و�حد�ً لو�حد، لاأنَّه �إذ� رُ�شِ
في نقطتين.

مَ خط �أفقي �شيقطع منحنى �لاقتر�ن  �ل�شكل )جـ( �لاقتر�ن م لي�س  �قتر�ناً و�حد�ً لو�حد، لاأنه �إذ� رُ�شِ
aي عدد لا ن¡اFي مø النقاط.

 تدريب )1(

�ذ� كان ق )�س( = 2�س+1.
�ر�شم منحنى �لاقتر�ن ق.   )1

ْ �إذ� كان �لاقتر�ن ق و�حد�ً لو�حد �أم لا. بينِّ  )2
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     مثال )3(

ليكن ق = }) 1 ،1 ( ، ) 2 ، 4 ( ، ) 3 ، 9( ، ) 4 ، 16({  
جد ق-1 كمجموعه �أزو�ج مرتبة، ثم جد:

ق )2( ، ق )3 ( ، ق-1 )4 ( ، ق-1)9( ، ) ق o ق-1()4( ، ) ق-o1 ق ( )3( 

الحل
 لاحظ �أنَّ �لاقتر�ن ق و�حد لو�حد.

�إذن ق-1= })1، 1(، )4، 2(، )9، 3(، )16، 4({ 
ق )2( = 4 ، ق )3( = 9    

ق-1 )4( = 2 ، ق-1)9( = 3 
) قoق-1( )4( = ق )ق-1)4( ( = ق )2( =4 

) ق-o1 ق ( )3( = ق-1 )ق)3(( = ق-1)9( =3 
: لا بد �أنَّك لاحظت في مثال )3( �أنَّ

 : ) قoق-1( )4( =4 ، ) ق-o1 ق ( )3( =3 ، �أي �أنَّ
 �شورة �لعن�شر بعد تركيب �لاقتر�ن و �لاقتر�ن �لعك�شي له م�شاوية للعن�شر نف�شه.

: : �إذ� كان ق �قتر�نًا و�حدً� لو�حد وكان ق-1 هو �لاقتر�ن �لعك�شي له فاإِنَّ mعامة mةQسوüHو

 )ق o ق-1 ( )�س( =�س ، ) ق-o1 ق ( )�س( = �س وي�شمى �لاقتر�ن �لناœ عن تركيب 
�لاقتر�ن و�لاقتر�ن �لعك�شي له بالاقتر�ن �لمحايد .

 تدريب )٢(

 �إذ� كان هـ = } )1، 2(، )2، 4(، )3، 6({، فاأجب عمّا ياأتي:
1( جد هـ-1 كمجموعة �أزو�ج مرتبة.

2( جد )هـ oهـ-1( )2( ، )هـ-o1 هـ( )1(.
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الحل
1( �ل�شكل )2- 36 ( يمثل منحنى �لاقتر�ن ق 
: وبا�شتخد�م �ختبار �لخط �لافقي يت�شح �أنَّ

ق  هو �قتر�ن و�حد لو�حد، 
لذ� فاإنَّه يمكن �إيجاد ق-1 كالاآتي:

الطريقة الولى: ن�شتخدم �لقاعدة 

)قo ق-1 ( )�س( = �س
ق )ق-1 )�س( (  = �س

3ق-1 )�س( -1 = �س
3ق-1 )�س( = �س + 1 
 �س + 1

3 ق-1 )�س( =  

الطريقة الثانية: نكتب �لاقتر�ن على �ل�شورة �س = 3�س – 1
ثم نجعل �س مو�شعًا للقانون كالاآتي:

�س + 1 = 3�س
 �س + 1 

3 �س =  
1
3  �س + 

1
3  =

 
 �س + 1

3 وعليه يكون ق-1 )�س( = 

�ل�شكل ) 2 - 36 (.  

     مثال )4(

�إذ� كان �لاقتر�ن ق )�س(= 3�س – 1 
1(  �ر�شم منحنى ق ثم بيِّن �أنَّ ق �قتر�ن و�حد لو�حد با�شتخد�م �ختبار �لخط �لافقي.

2(  جد �لاقتر�ن �لعك�شي ق-1.

¢S

¢U

0

2-

4-

6-

11-4-      2

2

3

4

6

42-3-
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     مثال )٥(

 �س +4، فجد �لاقتر�ن �لعك�شي ق-1 )�س( �إن �أمكن 
1
2 �إذ� كان ق )�س( = 

الحل
�لاقتر�ن ق )�س( و�حد لو�حد )لماذ�؟(، �إذن يمكن �إيجاد ق-1 )�س(

)قo ق-1( )�س( = �س
ق )ق-1 )�س( ( = �س

 ق-1 )�س( + 4 = �س                                                                              )�لتعوي�س بقاعدة ق(
1
2

 ق-1 )�س( = 2) �س -4 ( .                                                                         )تب�شيط �لمعادلة (

 تدريب )3(

جد �لاقتر�ن �لعك�شي ق-1 )�س( للاقتر�ن ق )�س( = 5-2�س .

�ل�شكل ) 2 - 37 (.  

هـ )�س( = 2– �س2ك )�س( = �س3ق )�س ( = �س2 +1

¢S

¢U

¢S

¢U

¢S

¢U
)2،0(

)1،0(
)0،0(

     مثال )٦(

 جد �لاقتر�ن �لعك�شي لكل من �لاقتر�نات �لممثلة في �ل�شكل )2- 37( �إن �أمكن.

ك)�س( ق)�س( 

هـ)�س( 



106

الحل
با�شتخد�م �ختبار �لخط �لاأفقي تجد �أنَّ كلًا من �لاقتر�نين ق، هـ  لي�س و�حد�ً لو�حد وبالتالي لا 

يمكن �إيجاد �لاقتر�ن �لعك�شي له .
�أما �لاقتر�ن ك)�س( = �س3 فاإنّه �قتر�ن و�حد لو�حد، وبالتالي يمكن �إيجاد �لاقتر�ن �لعك�شي له 

ك-1)�س( كما ياأتي:
) كo ك-1 ( )�س( = �س 

 ك)ك-1 )�س( ( = �س  
 ) ك-1 )�س( (3 = �س  

�س   3
 ك-1 )�س( = 

 تدريب )4(

 �إِذ� كان ق)�س( = �س3 - 2  ،  فجد ق-1)�س( �إن �أمكن.
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�إذ� كان ق-1 هو �لاقتر�ن �لعك�شي للاقتر�ن ق فَجد:( 1
)ق o ق-1( )4(  �أ   ( 

)ق-o1 ق ( )-3(  ب( 
ق-1)2(  �ذ� كان ق)3( = 2  جـ( 

جد قاعدة ق-1 )�س(  لكل من �لاقتر�نات �لاآتية:( 2
ق)�س( = })-3، -2 (، )-1، 0(، )0، 1(، )1، 2(، )2، 3({ �أ   ( 

ق)�س( = �س + 7  ب( 
ق)�س( = 6 - 2 �س  جـ( 

ق)�س( = �أ�س + ب ، �أ ≠ �شفر د  ( 

بيِّنْ في ما �إذ� كان ق)�س( = 3�س – 4  هو �لاقتر�ن �لعك�شي للاقتر�ن( 3
 �س + 4 

1
3 هـ)�س( = 

�إذ� كان حجم مج�شم بدلالة طول �ل�شلع هو ح= )�س+1(3حيث �س طول �ل�شلع فجد طول   )4
�ل�شلع بدلالة �لحجم ح.

جد قاعدة �لاقتر�ن �لخطي ق �لذي يمر بالنقطتين )-0،1(، )-3،-3( ثم جد �لاقتر�ن   )5
�لعك�شي ق-1 له.

3  ، فجد: 
1 -  �س  �إذ� كان ق)�س( = 2�س – 5  ،  هـ)�س( =   )6

)قoهـ(-1)�س(            �أ   (  
)ق-o1 هـ-1( )�س( . ب(  

حُلَّ �لم�شاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.   )7

    تمارين و مسائل
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1 (:¿Éc GPEG
            

 

= (¢S)¥

1 > ¢S  ,      1+2¢S
3>¢S ≥1  ,          ]¢S]

3 ≤ ¢S  ,  |3-¢S2|

.(5)¥ , (3)¥ , (2^1)¥ , (2-)¥   :øe πc áª«b óL

2 (.á≤∏£ªdG áª«≤dG õeQ áHÉàc ¿hO |¢S| - 2¢S = (¢S)¥ ¿Gôàb’G ∞jô©J óYCG

3 (4+¢S4+2¢S   = (¢S)¥ ¿Gôàb’G ≈æëæe º°SQG

:á«JB’G äÉfGôàb’G øe πc ∞jô©J óYCG  (4
|4 + ¢S2| = (¢S)¥  (   CG

] 7 , 1-]  ¢S  ,  ¢S + ] 2 – ¢S 
1
3 ] = (¢S)¥  (Ü

] 2 , 2-]  ¢S  ,        ] ¢S  ] |1 +¢S| = (¢S)¥  (`L

                = (¢S)¥  (  O

:á«JB’G ä’OÉ©ªdG øe πc πM áYƒªée óL  (5
6 = |6 + ¢S 5 -2¢S|  ( Ü  5 = |2 - ¢S|  (   CG

1- = ] 2
1 - ¢S]  (  O  0 = 6 - |¢S| - 2¢S  (`L

0^3- = 5^7 + ]4 - ¢S] (  h   π = ]2 + ¢S5]  (`g

أسئلة الوحدة

1≥¢S    , 3+¢S2-2¢S
2 >¢S>1   ,          ]1+¢S]

2≤ ¢S   ,       |6-¢S| 
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جد مجموعة حل كل من �لمتباينات �لاآتية:  )6
|3�س+ 1|> 8 �أ   ( 

|4 -5�س| ≤ 1 ب( 
�ر�شم منحنى  كل من �لاقتر�نات �لاآتية، حيث �س  ]-2 ، 2 [ :  )7

ق)�س( = |1- �س| + 3 �أ   ( 
هـ)�س( = �س]�س+1[ ب( 

�س - 2
ع)�س( =  |�س -  2|  جـ ( 

حدد مجال كل من �لاقتر�نات �لاآتية:  )8

4 – �س2
�س2 +  3 

 
ب (  ل)�س( =  �س - 5  

�س2 - 7�س + 10  ق)�س( =    ) �أ 

(  ك)�س(  = 2 �س3 + 1 د 
�س3 - �س 
3�س +  1  هـ )�س( =   ج ـ( 

)�س + 1(2   (  م)�س( =   و  �س2 + 4 
ع)�س(  =  -2  + �س  ) ه ـ

�س3   د)�س( =   ) ز 

جد )قoهـ()�س( في كل مما ياأتي:  )9
ق)�س( = 2�س + 5       ،  هـ )�س( = �س3 �أ   ( 

�س + 4      ،  هـ )�س( = �س2 +1 ق)�س( =   ب( 
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:óL oh ¿EG á«JB’G äÉfGôàb’G øe πµd »°ùµ©dG ¿Gôàb’G óL  (10
3¢S2 +1 = (¢S) `g   (Ü      7 + ¢S5 = (¢S)¥  (   CG

1 -  ¢S 3 =  (¢S)´  (`L

 Éªe vÓ oc óéa |1-¢S| = (¢S)Ω , 3( ¢S – 2) = (¢S)`g , ¢S6+ 4 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (11
:»JCÉj

(¢S) (¥oΩ)  (Ü                                    (¢S) (`go¥)  (   CG
(¢S) (1-¥o`g)  (  O                                           (¢S)1-`g  (`L

      (1-) (Ωo`go¥)  ( h                                 (¢S) (1-`go`g)  (`g

 QÉæjO ∞°üf ≈dG áaÉ°VE’ÉH Ωƒ«dG »a ô«fÉfO 8  √QGó≤e ôLCÉH ¢ùHÓe ™æ°üe »a ódÉN πª©j (12
:Ωƒ«dG »a èàæJ á©£b πc øY

.ódÉN IôLCG πãªj …òdG ¿Gôàb’G ÖàcG (   CG
.øµeCG ¿EG ¿Gôàb’G ò¡d »°ùµ©dG ¿Gôàb’G óL (Ü

 ,πFGóH á©HQCG Iô≤a πµdh ,Oó©àe øe QÉ«àN’G ´ƒf øe äGô≤a ™°ùJ øe ∫GDƒ°ùdG Gòg ¿ƒµàj (13
:í«ë°üdG πjóÑdG õeQ ∫ƒM IôFGO ™°V ,í«ë°U §≤a É¡æe óMGh

:ƒg   1 + ¢S
 6  - ¢S2

 
= (¢S)¥ ¿Gôàb’G ∫Éée (1)

 (∞,1-) (Ü             (∞,3] (   CG
{1-}- ]3 , ∞-) ( O       ]3 , ∞-) (`L

2 >¢S   ,        |1+¢S2|    = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (2)
= (3-)¥ s¿EÉa  ,    2 ≤ ¢S  ,    ]4+¢S 0^5] 

  5  (O                 3  (`L                      2  (Ü           1  ( CG
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)3( مجموعة حل �لمعادلة ]0٫5�س[-3 = 0   
�أ  ( )4،3[     ب( ]4،3[                  جـ( ]8،6(        د( )8،6[

)4( مجموعة حل �لمتباينة  |2�س-1|≥5  ت�شاوي:
�أ  ( ]3،2[     ب( ]-3،2[               جـ( ]-2،3[     د( ]-5،5[

)5( �أحَدُ �لاقتر�نات �لاآتية هو �قتر�ن و�حد لو�حد:
�أ  ( ق)�س( = ]�س[                             ب( هـ)�س( =|�س+1|

جـ( ك )�س( = �س-1                         د  ( ل)�س( = �س2

،   هـ)�س(= 4�س-5 ، فاإنَّ )هـoق( )-1( = �س2 + 1
�س3

 
)6( �إذ� كان ق)�س( =

�أ  ( -9          ب( -7                        جـ(-3               د( 3

)7(* �إذ� كان هـ)�س( = �س - 1 ، ق)�س( = )�س + 3(2، فاإن ق)هـ)�س(( ت�شاوي:
�أ  ( )�س - 1( )�س + 3(2                    ب( )�س + 2 (2 - 1

جـ( )�س + 2(2                                   د  ( �س2 + 8
)8( �إذ� كان ق)�س( = 2�س + 3     ،      هـ)�س( = �س2 -1

                فاإن )قoهـ()�س( ي�شاوي :
ب( 2�س2 + 2   �أ  ( 2�س2 + 3             

د  ( 4�س2 + 12�س + 8 جـ( 2�س2 + 1             

)9( �ذ� كان ق)�س( = 2-3�س    ،  فاإنَّ ق-1)�س( =

1 �س
3 ب(  2-  1 �س + 2           

3 �أ  (  

3
�س + 2 د  (            

  3
2 - �س جـ(  

* من �أ�شئلة �لاختبار�ت �لدولية.



 ± tتعد الاأنماط من الفروع المهمة في الريا�سيات وهي كثيرة ومتنوعة، وقد �سبق لك تعر
اأنواع منها مثل الهند�سية والعددية. اإن اهتمام الريا�سيين بالاأنماط اأدى اإلى توظيفها في تطبيقات 

عملية في مجالات  مختلفة مثل الاقت�ساد والفيزياء والهند�سة وغيرها من العلوم. 
ا من الاأنماط يُ�سمى المتتاليات والمت�سل�سلات، وتتعر±  �ستتعر± في هذه الوحدة نوعًا خا�سًّ
والهند�سية،  الح�سابية  والمت�سل�سلات  المتتاليات  ومجاميع  حدود  مع  للتعامل  محددة  طرائق 
وتتعر± كذلك على �سلتها بموا�سيع اأخرى في الريا�سيات وتطبيقاتها في الحياة اليومية والعلوم 

الاأخرى.

المتتاليات و المتسلسلات
الحسابية والهندسية 3



:≈∏Y اQOÉb ¿ƒµj ¿Cا IóMƒال √òg á°SاQO ó©H ÖلÉ£ال øe ™bƒàj

  تمييز المتتاليات الح�سابية والهند�سية.
  تحديد خ�سائ�ض المتتاليات الح�سابية والهند�سية.

  كتابة حدود متتالية عُلِمَ حدها العام.
  اإيجاد الحد العام لمتتالية، اإذا عُلمت بع�ض حدودها.
  اإيجاد مجموع مت�سل�سلة ح�سابية اأو هند�سية منتهية.

  اإيجاد مجموع مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية.
  تو�سيح العلاقة بين المتتالية الح�سابية والربح الب�سيط والنمو الخطي.

  تحديد العلاقة بين المت�سل�سلات الهند�سية والنمو الهند�سي.
  حل م�سائل في مواقف حياتية ونَمْذَجَتِها.

 Arithmetic and Geometric
Sequences and Series
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اأقيمت مباريات كاأ�ض العالم لكرة القدم في القرن 
الحادي والع�سرين في ال�سنوات: 2002، 2006، 
بهذا  المباريات  اإقامة  ا�ستمر  اإذا   .2014  ،2010
من  الثامنة  المرة  في  المباريات  �ستقام  متى  الترتيب 
هذا القرن ؟ هل يمكنك التو�سل اإلى قاعدة تجد من 
خلالها ال�سنوات التي �ستقام فيها هذه المباريات في 

هذا القرن؟ 
ال�سكل )1-3(.

äÉLÉàæال                     
تتعر± المتتالية.  •

تميز المتتاليات المنتهية وغير المنتهية.  •
تجد الحد العام لمتتالية عُلِمَت بع�ضُ حدودها.   •

تتعر± المت�سل�سة، وتميز المنتهية وغير المنتهية منها.  •
تكتب مت�سل�سلة عُلِم حدها العام.  •

تحل م�سائل في مواقف حياتية با�ستخدام المت�سل�سلات.  •

المتتاليات و المتسلسلات
Sequences and Series 

الفصل الأول

Sequenceأولاً: المتتالية

تواجهنا في كثير من الاأحوال تمعات من الاأعداد نهتم بترتيبها على النحو الاآتي: عن�صر اأول، 
عن�صر ثان، عن�صر ثالث، ... “ييزًا لها عن التجمعات الاأخرى من الاأعداد التي لاقيمة للترتيب بين 

عنا�صرها.
تاأمل الترتيب الاآتي للاأعداد: 4، 8، 12، 16 ، ...

اعتمادًا على هذا الترتيب، ما العدد ال�ساد�ض؟ ما العدد العا�صر؟
اإذا “عنت في ترتيب هذه الاأعداد تد اأنّج العدد ال�ساد�ض = 24والعدد العا�صر 40. وتلاحظ اأنّج  

قيمة العدد ت�سير وفق قاعدة معينة هي: العدد = 4 × ترتيب العدد 
ي�سمى ترتيب الاأعداد بال�سورة Éààe ... ،16 ،12 ،8 ،4ل»á وي�سمى كل عدد منها حداً ويرمز 
لحدود المتتالية بالرموز3ì ،2ì ،1ì، ... . حيث ح1: الحد الاأول، ح 2: الحد اÊÉãd،ح3: الحد 

الثالث، وهكذا .
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في كثير من الحالات تتوالى حدود المتتالية بانتظام اأي تكون هذه الحدود وفق نمط معين اأو اقتران 
ال�سابقة هي  المتتالية  اأن  ترتيبه. لاحظ  عُر±  اإذا  المتتالية  اأي حد في  معرفة  ن�ستطيع  بحيث  معين 

م�ساعفات للعدد 4 واأن:
ح1 = 4 × 1 = 4 
ح2 = 4 × 2 = 8

ح3 = 4 × 3 = 12،
وهكذا ....

∞jô©J
المتتالية اقتران مجاله مجموعة الاأعداد ال�سحيحة الموجبة )في هذه الحالة ت�سمى متتالية غير منتهية( اأو 
مجاله مجموعة جزئية من مجموعة الاأعداد ال�سحيحة الموجبة على ال�سورة }1 ، 2 ، 3 ، ...، ن{ 

وفي هذه الحالة ت�سمى متتالية منتهية، ومداه مجموعة جزئية من الاأعداد الحقيقية.

2  ، حيث  )ن عدد �سحيح موجب( متتالية يمكن كتابتها على ال�سورة: 
ن فمثلًا الاقتران ¥)ن( = 

¥)1(، ¥)2(، ¥)3(، ¥)4(،  ...اأي على ال�سورة:
  .... ،  1

2  ، 2
3  ،1 ،2

 á«لÉààª∏ل ΩÉ©ال óالح
يُ�سمى الحد الذي رتبته  ن الحد النوني اأو الحد العام في المتتالية ويرمز له بالرمز ì¿ وÉb ƒgعدI عÉمة 

يمكن منها اإيجاد كل حد من حدود المتتالية.

     مثال (١)

جد الحد العام ) النوني ( لكل متتالية ‡ا ياأتي:
 ...، 10 ، 7 ، 4 ، 1)1

2(  �سفر ، 3 ، 8 ، 15 ، ...
. 3

2   ، 1 ، 1
2 ، �سفر ،   1

2  - )3
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الحل
1(   ح1 = 1 

ح2 = 4  
ح3 = 7

ح4 =10
تلاحظ اأن كل حد يزيد عن الحد ال�سابق له بمقدار ثلاثة،  فيكون ح ن = 1 + 3 ) ن– 1(

عو�ض بع�ض عنا�صر المجال للتاأكد من �سحة القاعدة.

2(   ح1 = 0 
ح2 = 3  
ح3 = 8

ح4 = 15
تلاحظ اأن كل حد ينق�ض واحدًا عن مربع ترتيبه، فيكون ح ن =  ن2– 1.

�ض بع�ض عنا�صر المجال للتاأكد من �سحة القاعدة. عوِّ

 1
2 3(   ح1 = - 

ح2 = 0  
1
2 ح3 =  

ح4 = 1
3
2 ح5 = 

لاحظ اأن المتتالية منتهية واأنه يمكن الح�سول عل كل حد بق�سمة ترتيبه على2 ثم طرح 1 من ناتج 
الق�سمة.

ن - 1
2 اإذن ح ن = 
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 تدريب (١)

جد الحد النوني ) العام( لكل من المتتاليات الاآتية:
 ... ،  1

16  ، 1
8  ،  1

4  ، 1
2  ، 1  )1

.... ، 14 ، 11 ، 8 ، 5  )2

     مثال (٢)

جد الحدود الاأربعة الاأولى لكل من المتتاليات الاآتية:

2ن
)-1(ن

 
1( متتالية حدها العام حن  =

2( متتالية حدها العام حن = جتا )⁰90× ن(
الحل

1 )1
4  = 22

2)1-(
 
1      ، ح2 =

2  - =
 12

1)1-(
 
ح1 = 

1
16  = 42

4)1-(
 
       ،  ح4 =

1
8  - =

 
32

ح3  = )-1(3

ح1 = جتا ⁰90 = �سفر         ،  ح2 = جتا⁰180 = - 1( 2
ح3 = جتا ⁰270 = �سفر     ،  ح4 = جتا ⁰360 = 1

 تدريب (٢)

جد الحدود الاأربعة الاأولى لكلٍّ من المتتاليات التي حدها العام كما ياأتي:

ن + 1               2( ح ن = 1 – 2ن
ن

 
1(ح ن =

¢ûbÉfh ô qµa
لمتتالية  ا  عامًّ ا  حدًّ تجد  اأن  حاول  ؟  عامّج حدّج  متتالية  لكل  يكون  اأن  ال�سروري  من  هل 

الاأعداد الاأولية: 2 ، 3 ، 5 ، 7، 11 ، ...
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 9
1  =

 23
1 21  = 1           ،   ح2 = 2 -1 = 1        ،    ح3 = 

1
 
ح1 =

        ،    ح6 = 6 -1 = 5
 25

1
 =

 25
1

ح4 = 4 -1 = 3        ،   ح5 = 

. 5 ، 
 25

1  ، 3 ، 9
1

 
        المتتالية هي: 1 ، 1 ،

ºq∏©Jºq∏©Jºq∏©J
المتتالـية التي جميـع حدودهـا 

مت�ساوية ت�سمى متتالية ثابتة.

     مثال (٤)

اكتب الحد العام للمتتالية  6 ، 6 ، 6 ، 6 ، ....
الحل

حن =  6

 تدريب (٣)

 اكتب المتتالية التي حدها العام حن حيث:

حن =
ن    ،   اإذا كانت ن عددًا فرديًّا ≤ 5

1
 

ن -1     ،   اإذا كانت ن عددًا زوجيًّا ≤ 6
هل المتتالية منتهية اأم غير منتهية؟

     مثال (٣)

اكتب المتتالية التي حدها العام حن  حيث:
            

           
1    ،    اإذا كانت ن عددًا فرديًّا ≤ 5حن =

ن2   
ن -1    ،    اإذا كانت ن عددًا زوجيًّا ≤ 6      

الحل

¢ûbÉfh ô qµa
تتكون المتتالية من حدود وتتكون المجموعة من عنا�سر. ما الفر¥ بين المتتالية والمجموعة؟



119

ال�سكل )3-3(.

نشاط

نبات دوار ال�سم�ض: ت�سكل بذور نبات دوار ال�سم�ض نمطين لخطوط حلزونية ي�سير اأحدهما 
اه عقارب ال�ساعة.  باتاه عقارب ال�ساعة و ي�سير الاآخر بعك�ض اتّج

ل حدين متتاليين من متتالية فيبونات�سي، في ال�سكل  عدد الخطوط الحلزونية بالاتاهين يُ�سكِّ
34، وفي  ال�ساعة  عقارب  ومع   21 ال�ساعة  عقارب  اه  اتّج بعك�ض  الخطوط  عدد   )3-3(
نباتات اأخرى  يكونان 34، 55 اأو 89 ، 144. ابحث في الانترنت عن نباتات اأخرى غير 

دوار ال�سم�ض  تتبع هذا النمط، واكتب تقريرًا واقراأه اأمام زملائك.
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اكتب الحد العام لكلٍّ من المتتاليات الاآتية:  )1

... ، 81
4  ،  27

3   ، 9
2  ، 3

1 اأ   ( 
ب( -1 ، 1  ، -1 ، 1 ، ...

جـ( 3 ، 3 ، 3 ، 3  ، ...

اكتب الحدود الثلاثة الاأولى لكل من المتتاليات الاآتية واذكر في ما اإذا كانت منتهية اأم غير   )2
منتهية: 

اأ   ( حن = 3 ن + 1                      

ن + 3
ن - 1

ب( حن= 

، ن  }1 ، 2 ، 3 ، 4{
(ن 2

1 جـ( حن=  )

اأجب عن الم�ساألة الواردة في بداية الدر�ض.  ) 3

دَ مذنب هالي من الاأر�ض للمرة الاأولى  رُ�سِ  )4
عام  الثانية  للمرة  دَ  رُ�سِ 1758م،  عام  في 
1910م. عام  الثالثة  وللمرة  1834م، 

متتالية  من  الاأولى  ال�ستة  الحدود  اكتب 
�سنوات ر�سد مذنب هالي.

عا�ض  فيبونات�سي في الفترة )  1175م – 1250م(، وقد تو�سل في درا�سته اإلى المتتالية الاآتية   )5
التي عرفت في ما بعد با�سمه:ح1 = ح2 = 1 ، حن+2   = حن + حن+1 اكتب الحدود الع�صرة 

الاأولى منها.

    تمارين و مسائل

ال�سكل )2-3(.
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ال�سكل )4-3(.

Seriesثانيًا: المتسلسلة  

تقوم بع�ض المحلات التجارية بعر�ض ب�ساعتها باأ�سكال مختلفة. في ال�سكل )3-4( مجموعة 
من عبوات الع�سير مرتبة فو¥ بع�سها. يمكن التعبير عن اأعداد العبوات في ال�سفو± بالمتتالية:

2، 4، 6، 8، 10، 12التي حدها العام حن = 2ن

:ƒg 12 ،10 ،8 ،6 ،4 ،2 مجموع حدود المتتالية
 12+10 + 8 + 6 + 4 + 2

وهذا ال�سكل يُ�سمى á∏°ù∏°ùàe. وا�سح اأنك ح�سلت على هذه المت�سل�سلة بو�سع اإ�سارات جمع بين 
حدود هذه المتتالية .

تكتب  �سيجما(،  ويقراأ   ( الرمز   الريا�سيون  ا�ستخدم  بطريقة مخت�صرة  ال�سابق  المجموع  لكتابة 
المت�سل�سلة على ال�سورة:   

     
ويُقراأ مجموع الاأعداد التي على ال�سورة 2ن من ن= 1 اإلى ن=6. لاحظ اأن المت¨ير داخل رمز 
المجموع ن ومن الممكن ا�ستبداله باأي حر± اآخر مثل ي، ك، هـ،... الï. ي�سمى الحر± الذي 
اأ�سفل الرمزبالدليل وياأخذ اأعدادًا �سحيحة موجبة فقط. لتجد قيمة اأي تعبير كُتب با�ستخدام رمز 
من  ابتداءً  جميعها  الموجبة  ال�سحيحة  بالاأعداد  الرمز  داخل  الذي  التعبير  عن  �ضْ  عوِّ المجموع، 

العدد الذي يقع اأ�سفل الرمز اإلى العدد الذي يقع اأعلاه .

6

ن= 1
2ن
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    ∞jô©J
اإذا كانت ح1، ح2، ح3، ح4، ... ، ح ن متتالية فاإن:

                 = ح1+ ح2+ ح3+ ح4 + ... + ح ن ، ت�سمى المت�سل�سلة المرتبطة بهذه المتتالية.

فاإنَّ  منتهية  غير  المتتالية  كانت  واإذا  منتهية،  بها  المرتبطة  المت�سل�سلة  فاإنَّ  منتهية  المتتالية  كانت  اإذا 
المت�سل�سلة المرتبطة بها غير منتهية. 

ن

ر= 1
حر

يُ�ستخدم الرمز  جـن =       ح ر    ليدل على مجموع اأول ن حدا من حدود المتتالية. لاحظ اأن 

حن = جـ ن- جـ ن-1

ن

ر= 1

     مثال (١)

                     دون ا�ستخدام رمز المجموع.
4

ر= 1  
اكتب المت�سل�سلة

الحل
ح1= 5×1–2 = 3 
 ح2 = 5×2–2 = 8

ح3 = 5×3–2 = 13 
ح4 = 5×4– 2= 18 

فالمت�سل�سلة هي: 3 + 8 + 13 + 18 

) 5 ن – 2(

     مثال (٢)

 ا�ستخدم الرمز   للتعبير عن المت�سل�سلة المرتبطة بالمتتالية:

..... ، 16
1   ، 9

1   ، 4
1   ،1

الحل
ن2                          

1  الحد العام حن =  
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 تدريب (١)

… ) … - 1(  دون ا�ستخدام رمز المجموع .
4

1= …
اكتب المت�سل�سلة   )1

اكتب المت�سل�سلة 1 + 8 + 27 + 64 + ... با�ستخدام رمز المجموع .  )2

     مثال (٣)

 ا�ستخدم الرمز  للتعبير عن المت�سل�سلة )1×3( + )2×4( + )3×5( + )4×6( + ...
الحل

 حن = ن )ن+2(

ي )ي +2(  = )1 × 3( + )2 × 4( + )3 × 5( + ) 4 × 6( + ...
∞

1 =…

     مثال (٤)

 اإذا كان جـن= ن2+5ن  ، جد الحد النوني لهذه المتتالية
الحل

الحد اdنÊƒ حن= جـ ن- جـ ن-1
= )ن2 + 5 ن ( –) )ن-1(2 + 5) ن– 1( (
= ن2 + 5 ن - ) ن2 -2 ن + 1 +5 ن– 5(

= ن2 + 5 ن– ن2– 3 ن + 4 = 2 ن + 4
 تدريب (٢)

 اإذا كان جـن = 4 ن2- ن، فجد اأول 5 حدود من المت�سل�سلة.

..... + 16
1   + 9

1   + 4
1 ن2  = 1  +  

1  
∞

ن= 1
ا�ستُخدم الرمز ∞ ) مالانهاية( ليدل على اأن المت�سل�سلة غير منتهية.
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اكتب الحدود الثلاثة الاأولى لكل من المت�سل�سلات الاآتية:  )1

ب(   اأ (        

د  (    جـ(      

ا�ستخدم رمز المجموع للتعبير عن المت�سل�سلات الاآتية:  )2
اأ   ( 2 + 5 + 8 +11 + 14 +17.          

 ... +  17
1  + 10

1  + 5
1  + 2

1 ب( 

... + )  4
1  - 3 ( + ) 3

1  - 2 ( + ) 2
1 جـ( ) 1 - 

اكتب المت�سل�سلات الاآتية دون ا�ستخدام رمز المجموع.  )3

جـ( ب(      اأ  (       

يريد عامر توفير مبلغٍ من المال ل�صراء جهاز حا�سوب. وفّجر في الاأ�سبوع الاأول 4 دنانير وفي   )4
الاأ�سبوع الثاني 8 دنانير وفي الاأ�سبوع الثالث12 ديناراً وهكذا لمدة 10 ا�سابيع. اأجب عن 

الاآتي:
اكتب الحد العام لمتتالية  توفير عامر. اأ   ( 

جد المبلغ الذي وفره عامر في الاأ�سبوع العا�صر. ب( 
اكتب المت�سل�سلة التي تعبر عن المبلغ الذي وفره عامر بكتابة حدودها ثم با�ستخدام رمز  جـ( 

المجموع .

    تمارين و مسائل

10

ر= 1
6ر

)ن2 - ن(

(ك - 1 5
2 (

)ك - 1(2
4

ك= 1
)8 - ر2(

∞

ر= 1

8

ر= 1

5

1 =…

∞

ك= 1

äÉLÉàæال                     

∞

ر + 3ن= 1
ر - 1

3 + …
…
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بداأ �سخ�ض قيادة �سيارته من اأعلى منحدر، فَقطع في الثانية الاأولى 6 اأمتار، وفي كل ثانية 
بعد ذلك قَطع م�سافة تزيد عن الم�سافة التي قطعها في الثانية ال�سابقة لها مبا�سرة بمقدار 1.5 

مترًا. ما الم�سافة التي قَطعها في الثانية العا�سرة؟ 
اإن الم�سافات التي يقطعها ال�سخ�ض بالاأمتار : 6، 7.5، 9، 10.5، ...   

لاحظ اأن الفر¥ بين كل حدين متتاليين يكون ثابتا دائما وي�ساوي 1.5 متًرا .      
ح4– ح3 = ح3– ح2 = ح2– ح1 = 1.5متًرا.

تُ�سمى هذه اÉààŸل»á«HÉ°ùM á حدها الاأول h ، 6اÉ¡°SÉ°SC 1.5 ليدل على الفر¥ الثابت بين كل حدين 
متتاليين. اأما كتابة الم�سافات المقطوعة على ال�سورة:

.á«HÉ°ùM á∏°ù∏°ùàe 6 + 7.5 + 9 + 10.5 + ... في�سكل

äÉLÉàæال                     
• تتعر± المتتالية الح�سابية.

• تجد مجموع مت�سل�سلة ح�سابية. 
تحل م�سائل حياتية ذات علاقة بالمتتاليات   •

والمت�سل�سلات الح�سابية.

المتتاليات والمتسلسلات الحسابية
Arithmetic Sequences and Series

الفصل الثاني

Arithmetic Sequenceأولاً: المتتالية الحسابية

    ∞jô©J
اÉààŸل»á ا◊á«HÉ°ù: متتالية يكون الفر¥ بين اأي حدين متتاليين فيها مقدارًا ثابتًا ي�سمى اأ�سا�ض المتتالية 
الح�سابية ويرمز له بالرمز O، ويرمز للحد الاأول فيها بالرمز اC، وتُ�سمى المت�سل�سلة المرتبطة بالمتتالية 

.á«HÉ°ùM á∏°ù∏°ùàe الح�سابية

     مثال (١)

 بينّج ما اإذا كانت المتتاليات اأو المت�سل�سلات الاآتية ح�سابية اأم لا، ثم جد اأ�سا�ض الح�سابية منها.
... ،7 ،8 ،7 ،8 )2           ... ،7- ،4- ،1- ،2 ،5  )1

  )3
∞

ن= 1
3 ن( 

1  + 1(
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 تدريب (١)

بينّج ما اإذا كانت المتتاليات اأو المت�سل�سلات الاآتية ح�سابية اأم لا، ثم جد اأ�سا�ض الح�سابية. 

 
ن - 3

ن 2( حن =     .....  ،1 4
1  ،1 ، 4

3   ، 2
1  )1

)4ن+ 1(
10

ن= 1
 )3

لاحظ اأنه يمكن كتابة المتتالية الح�سابية التي حدها الاأول اأ واأ�سا�سها د على ال�سورة الاآتية:
اأ ، اأ + د ، اأ + 2د،  اأ + 3د، ...  حيث اأ ، د عددان ثابتان.

لاحظ اأي�ساً اأن معامل الاأ�سا�ض د في اأي حد يقل واحدًا عن رتبة ذلك الحد. وهذا �سحيح لكل حد 
من حدود المتتالية الح�سابية، وبذلك يكون:

O (1 –¿ ) + Cا = ¿ì á«HÉ°ù◊ا á«لÉààª∏ل ΩÉ©ال ó◊ا

الحل
ح2– ح1 = 2- 5 = -3،  )1

ح3– ح2 = -1 -2 = -3 ،
ح4– ح3 = -4 –)-1( = - 3، ... ،

حن+1– ح ن = - 3 فالمتتالية ح�سابية اأ�سا�سها= - 3 

بما اأن  ح2– ح1=7–8= -1 ،  )2
ح3– ح2= 8-7 = 1. لا �صرورة لاإكمال البحث،لاأن

ح3– ح2 ≠ ح2– ح1 ، فالمتتالية لي�ست ح�سابية. 

3 ) ن +1(  
1 3  ن     ،   حن+1 = 1 + 

1 حن = 1 +   )3

 3
1 ن(   = 

 3
1  ) ن +1  ( - )1 +  

 3
1 حن+1  - حن = 1+  

. 3
1 اإذن المتتالية ح�سابية اأ�سا�سها 
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    مثال (٢)

 جد عدد حدود المتتالية الح�سابية الاآتية:
166 - ،... ،10 -،4 - ،2 ،8

الحل
 اأ = 8  ، د = - 6      ،  عدد حدود المتتالية )ن( وهو رتبة الحد الاأخير فيها.

حن  =  اأ + ) ن– 1( د     
- 166 = 8 + ) ن– 1( × - 6

- 166 = 8– 6 ن + 6    
- 180 = - 6 ن   ،   ن = 30 حدًا 

ن بقاعدة الحد العام للمتتالية الح�سابية:  حن = اأ + )ن -1( د تمعّج
 = اأ + ن د - د 

حن = )اأ - د( + ن د 
      =  ن د + ب  حيث ب = اأ - د وهي على �سورة معادلة الخط الم�ستقيم  �ض = م �ض + جـ 

اأي اأن حدود المتتالية الح�سابية تقع على خط م�ستقيم.

حيث اأ: الحد الاأول في المتتالية ،  د: اأ�سا�ض المتتالية.

 تدريب (٢)

جد عدد حدود المتتالية:  4، 7، 10، 13، ...،  184

    مثال (٣)

وفّجر تاجر 600 دينار في ال�سنة الاأولى، وبداأ يزداد توفيره بمقدار 200 دينارٍ �سنويًّا عن ال�سنة التي 
ت�سبقها مبا�صرة. اكتب الحد العام للمتتالية ثم جد ما يوفره التاجر في ال�سنة العا�صرة.

¢ûbÉfh ô qµa
ما المعلومات التي تحتاجها لتعيين متتالية ح�سابية؟
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 تدريب (٣)

خرطوم مياه م�سنوع من ا÷لد ملفو± على بكرة، ت�ستهلك اللفة الاأولى 60 �سم من الخرطوم 
ا�ستهلكت  اإذا  �سم وهكذا.   120 الثالثة  اللفة  وت�ستهلك  �سم،   90 الثانية  اللفة  وت�ستهلك 

اإحدى اللفات 3.3 م ، ما ترتيب هذه اللفة؟

 = 14 ، اأي اأن الاأعداد 8 ، 
20 + 8

2  ƒg 20 ، 8 عرفت �سابقًا اأن المتو�سط الح�سابي لعددين مثل
14 ، 20 ت�سكل متتالية ح�سابية.

     مثال (٤)

اأدخل 5 متو�سطات ح�سابية بين العددين 12 ، 54.
الحل

7 =
 
42
6   =  

ب - اأ
ن + 1  اأ = 12 ،          ب = 54  ،          ن = 5    ،          د = 

 المتو�سطات الح�سابية هي : 19، 26، 33، 40، 47
 تدريب (٤)

اأدخل 6 متو�سطات ح�سابية بين العددين 38، 10

áeÉY IQƒ°üHh: تُ�سمى الاأعداد اأ1، اأ2، اأ3، ...، اأن متو�سطات ح�سابية بين العددين اأ، ب اإذا 
كانت اأ، اأ1، اأ2، اأ3، ...،اأن، ب متتالية ح�سابية.

عند اإدخال ن من المتو�سطات الح�سابية بين العددين اأ ، ب ي�سبح عدد حدود المتتالية الناتة 

 
ب - اأ
ن + 1 ) ن + 2 (  ويكون ح1 = اأ ،   حن+2 = ب ،   الاأ�سا�ض د = 

الحل
 المبالغ التي يوفرها التاجر من ربحه في ال�سنوات المختلفة ت�سكل متتالية ح�سابية فيها 

اأ = 600 ، د = 200 
فالحد العام للمتتالية هو: حن = اأ + ) ن– 1( د = 600+ ) ن - 1(× 200

والحد العا�صر فيها هو: ح10 = 600+ 9× 200 = 2400 دينار
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    تمارين و مسائل

اأي المتتاليات الاآتية ح�سابية مع ذكر ال�سبب؟  )1
 ... ،7-  ،  1 2

3  -، 3 2
3  ، 9 اأ   ( 

ب(  2، 3، 5، 7، ......

جد عدد حدود كلٍّ من المتتاليتين الح�سابيتين الاآتيتين .  )2
1001 ،... ،7 ،5 ،3 ،1 اأ   ( 

 3.75  ،...، 7 ٫ 5  ،  8.75 ،10 ب( 

كم عدد الاأعداد ال�سحيحة الموجبة التي تقبل الق�سمة على 7 واأقل من 450؟  )3

يوفّجر موظف 100 دينار من راتبه �سنويًّا زيادة عما يوفره في ال�سنة التي قبلها، فاإذا وفّجر 200   )4
دينارٍ في ال�سنة الاأولى فاأجب عما ياأتي:

اكتب المت�سل�سلة التي تعبر عن مجموع ما يوفره الموظف خلال 10 �سنوات بذكر الحدود  اأ   ( 
ثم با�ستخدام رمز المجموع. 

ما مقدار ما يوفره الموظف في ال�سنة الثامنة؟ ب( 

 .٪5 الب�سيط بفائدة �سنوية مقدارها  600 دينارٍ في بنك بح�ساب الربح  و�سع رجل مبلغ   )5
اأجب عما ياأتي: 

جد فائدة المبلغ بعد 4 �سنوات. اأ   ( 
جد جملة المبلغ بعد 12 �سنة. ب( 

) اإر�ساد: الربح الب�سيط = المبلغ × �سعر الفائدة × الزمن بال�سنوات (

بين مع ذكر ال�سبب اأن المتتاليتين الاآتيتين ح�سابيّجتانِ دون اإيجاد حدودهما:  )6
 ن +2

1
3 اأ  ( حن = 4 ن + 3       ب(حن =  - 

اأدخل متو�سطين ح�سابيين  بين العدَدَيْن   24  ،   6    )7
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يزيد الراتب ال�سهري لمندوب مبيعات 30 ديناراً عند بداية كل �سنة من خدمته. فاإذا كان   )8
راتبه ال�سهري 400 دينارٍ في بداية ال�سنة الاأولى من عمله، فاكتب قاعدة الحد العام لرواتب 

الموظف ال�سهرية بعد ن �سنة ثم اكتب رواتبه ال�سهرية في ال�سنوات الخم�ض الاأولى.

اإذا كانت قيا�سات زوايا مثلث ت�سكل متتالية ح�سابية وكان قيا�ض الزاوية الكبرى في  9(    اأ   ( 
المثلث ي�ساوي 80، فجد قيا�ض الزاويتين المتبقيتين.

متتالية  زواياه  قيا�سات  ت�سكل  اأن  يمكن  هل  قائمة،  زاوية  فيه  لي�ض  اأ�سلاع  متوازي  ب( 
ح�سابية؟ مع ذكر ال�سبب.

زوايا  قيا�سات  فجد  ح�سابية،  متتالية  ت�سكل  رباعي  �سكل  زوايا  قيا�سات  كانت  اإذا  جـ( 
ال�سكل. هل يوجد اأكثر من حل للم�ساألة؟
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طلب معلم ال�سف الثالث الاأ�سا�سي من طلابه جمع الاأعداد ال�سحيحة ابتداءً من العدد 1 
ول¨اية العدد 100 معتقدًا اأن الطلاب �سيحتاجون وقتًا طويلًا للحل، فُوجÅ المعلم باأنْ اأعطـاه 
الم�سهور  الاألماني  العا⁄  الطالب  5050، كان هذا  اأحد الطلاب الاإجابة �صريعًا وقال المجموع 

جاو�ض ) 1777- 1855( الذي ظهر نبوغه في الريا�سيات في وقت مبكر.
وال�سوDال ، كيف تو�سل جاو�ض اإلى هذا المجموع بهذه ال�صرعة ؟

كانت طريقة جاو�ض ÷مع هذه الاأعداد على النحو الاآتي:
جـ = 1 + 2 + 3 + ... + 100  ، ويمكن اأي�سا كتابة المجموع على ال�سورة 

جـ = 100 + 99 + 98 + ... + 1
و با÷مع ينتè اأن:

2جـ = )100+1( + ) 100+1( + ) 100+1( + ... + ) 100+1( ، عدد الحدود 100
2 جـ = 100) 100 +1( 

 )1 + 100 ( 100
2     جـ = 

                     5050 = 101 × 50 =         
يمكن ا�ستخدام اأ�سلوب جاو�ض للتو�سل اإلى قاعدة لح�ساب جـ ن من حدود متتالية ح�سابية كما ياأتي:

جـ ن =  اأ  + ) اأ + د( + ) اأ + 2 د( + ... + حن
جـ ن=حن+ )حن– د( + )حن–2 د(+ ... + اأ

2 جـ ن =  ) اأ + حن( + ) اأ + حن( +) اأ + حن( + ... + ) اأ + حن(
بما اأن عدد الحدود ن

: 2× جـ ن = ن ) اأ +ح ن(  فاإنَّ
 ) اأ + حن(

ن
2 جـ ن= 

Sum of Arithmetic Seriesثانيًا: مجموع المتسلسلة الحسابية

مجموع مت�سل�سلة ح�سابية حدها الاأول اأ  وحدها الاأخير حن وعدد حدودها ن هو:                  
  ) اأ + حن( 

ن
2 جـ ن = 
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 ÒNC’G ó◊G øµj ⁄ GPEGh .á«dÉààŸG øe ÒNC’Gh ∫hC’G ¿Gó◊G nº p∏ oY GPEG  IóYÉ≤dG √òg á¨«°U Ωóîà°ùoJ
:iôNC’G á¨«°üdG ≈∏Y ∫ƒ°üë∏d , O (1 –¿)+CG =¿ì ¢†jƒ©àH ∂dPh iôNCG á¨«°U øY åëÑf É keƒ∏©e

(O (1–¿) + CG 2) 
¿
2   = ¿ `L

     مثال (١)

 :á«HÉ°ù◊G á∏°ù∏°ùàŸG ´ƒª› óL 
 26 + 23 + 20 + 17 + 14 + 11 + 8 + 5 + 2

πëdG
. 9 ÉgOhóM OóYh 26 ÒNC’G ÉgóMh 2 ∫hC’G ÉgóM á«HÉ°ùM á∏°ù∏°ùàŸG 

(¿ì + CG ) 
¿
2  =¿ `L á¨«°üdG ≥«Ñ£àH
(26 + 2 )  

9
2  = 9 `L

126 = 28 × 
9
2  =

 تدريب (١)

. 60 ájÉ¨dh 1 øe kAGóàHG áÑLƒŸG áë«ë°üdG OGóYC’G ´ƒª› óL

     مثال (٢)

12 + ... + 60 + 66 + 72 :á«HÉ°ù◊G á∏°ù∏°ùàŸG ´ƒª› óL

πëdG
 6 - = O      ,12 = ¿ì    , 72 = CG

O ( 1 –¿ ) + CG = ¿ì ,Ohó◊G OóY ó‚
 6 - × ( 1 –¿ ) + 72 = 12

¿ 6 – 6 + 72 = 12
 66 = ¿6

11 =  ¿
462 = (12 + 72 ) 11

2  =11`L ´ƒªéŸG á¨«°U ≥«Ñ£àHh
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     مثال (٣)

?öTÉ©dG ÉgóM Éªa  ¿10 –2¿ 3 ƒg á«HÉ°ùM á∏°ù∏°ùàe øe ¿ `L ¿Éc GPEG

πëdG
9 `L –10`L = 10 ì

(9 × 10 –29 × 3) – 10 × 10 –2(10)3 =
47 = 90 + 243 – 100 – 300 =

     مثال (٤)

 G kó©≤e 14 ≈dEG ÊÉãdG ∞°üdGh G kó©≤e 12 ≈dEG ∫hC’G ∞°üdG ™°ùàj ,óYÉ≤ŸG øe É vØ°U 20 ¬«a ìöùe
.ìöùŸG óYÉ≤e OóY óL .Gòµgh ... ,G kó©≤e 16 ≈dEG ådÉãdG ∞°üdGh

πëdG
 É¡«a á«HÉ°ùM á∏°ù∏°ùàe ¿ƒµJ óM 20 ≈dEG ... + 16 + 14  + 12 = ìöùŸG óYÉ≤e OóY

 20 = ¿  , 2 = O  ,12 = CG
:èàæj  ( O (1–¿) + CG 2 ) 

¿
2  = ¿`L IóYÉ≤dG ≥«Ñ£àH

(2×19 + 12× 2 ) 20
2   = 20 `L

 G kó©≤e 620 = 62 × 10 = ( 38 + 24 ) 10 =          

 تدريب (٢)

.100 ájÉ¨dh 2 øe á«LhõdG OGóYC’G ´ƒª› óL

 تدريب (٣)
 3Ω 5 Ωƒj πc »a ¬æe Üô°ùàjh 3Ω 10 ∫hC’G Ωƒ«dG »a ¬æe Üô q°ùJ .3Ω 675 ¬à©°S AÉe ¿GõN

:»JCÉj ÉªY ÖLCG . Iô°TÉÑe ¬d ≥HÉ°ùdG Ωƒ«dG »a ¬æe Üô°ùJ Ée ≈∏Y IOÉjR
.ô°ûY »fÉãdG Ωƒ«dG »a ¿GõîdG øe Üô°ùàJ »àdG AÉªdG á«ªc óL (1

?É keÉªJ É kZQÉa ¿GõîdG íÑ°üj Ωƒj ºc ó©H (2
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جد مجموع كل من المت�سل�سلات الاآتية:  )1
ا. 5 + 8 + 11 + ...  اإلى 16 حدًّ اأ   ( 

8 + ... + 76 + 80 + 84 ب( 

)3ن-2(
12

ن= 1
جـ(  

تتدحرج كرة على منحدر طوله 100 متر، تقطع في الثانية الاأولى 4 �سم وفي الثانية الثانية 12   )2 
�سم وفي الثانية الثالثة 20 �سم، وهكذا. كم ثانية تحتاج الكرة للو�سول اإلى نهاية المنحدر؟

تتقا�سى �صركة لحفر الاآبار 30 دينارًا عن حفر المتر الاأول و 34.5 دينارًا عن حفر المتر الثاني   )3
و 39 دينارًا عن حفر المتر الثالث، وهكذا. جد:

 اأ  (  تكلفة حفر المتر الثاني ع�صر.
ب(  مجموع ما تتقا�ساه ال�صركة عن حفر بئر عمقه  20  متًرا.

اإذا كان جـ ن لمت�سل�سلة ح�سابية هو 3ن2– 6 ، فما قيمة الحد ال�سابع في المت�سل�سلة؟  )4
المت�سل�سلة  مجموع  ي�سبح  بحيث   50  ،  2 العددين  بين  اإدخاله  يمكن  ح�سابيًا  متو�سطًا  كم   )5

الح�سابية الناتة 234؟
اأثبت اأن:   )6

جـ ن لمت�سل�سلة الاأعداد الفردية الموجبة 1+ 3 + 5 + 7 + ... = ن2 اأ   ( 

ك = ن× ك   ، حيث ك عدد ثابت.
 

ن

ر= 1
ن)ن+1(          جـ(  

2 ر = 
 

ن

ر= 1
 ب( 

اأثبت اأنه اإذا كان جـ مجموع مت�سل�سلة ح�سابية عدد حدودها )ن( فاإن قيمة الحد الاأو�سط فيها     )7
2جـ ، اإذا كان عدد الحدود زوجيًا.

ن نجـ اإذا كان عدد الحدود فرديا، ومجموع الحدين الاأو�سطين 
ن+1 

2 ) ملاحظة: اإذا كان عدد حدود مت�سل�سلة )ن( فاإنه يوجد للمت�سل�سلة حدٌّ اأو�سطُ واحدٌ رتبته 
 + 1 اإذا كان ن زوجيًّا(. 

ن
2   ،

ن
2 اإذا كان  ن فرديًّا، وحدان اأو�سطان رتبتاهما 

    تمارين و مسائل
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�سقطت كرة مطاطية من ارتفاع 10م فو¥ �سطح الاأر�ض، 
 ٪50 اإلى  بالاأر�ض  ا�سطدام  كل  بعد  ترتد  الكرة  كانت  اإذا 
بعد  ارتفاعها  �سيكون  فكم  مبا�سرة.  ال�سابق  ارتفاعها  من 

ا�سطدامها الخام�ض؟ 

äÉLÉàæال                     
• تميز المتتاليات والمت�سل�سلات الهند�سية.

• تجد مجموع مت�سل�سلة هند�سية منتهية.
تجد مجموع مت�سل�سلة هند�سية تقاربية غير منتهية.  •

• تحل م�سائل على مجموع المت�سل�سلة الهند�سية المنتهية 
وغير المنتهية.

المتتاليات والمتسلسلات الهندسية
Geometric Sequences and Series

الفصل الثالث

Geometric Sequencesأولاً: المتتالية الهندسية

تاأمل المتتالية 2، 6، 18، 54، ... . تلاحظ اأن الحد الثاني ي�ساوي ثلاثة اأمثال الحد الاأول 
والحد الثالث ي�ساوي ثلاثة اأمثال الحد الثاني وهكذا. اأي اأن الن�سبة بين كل حد والحد ال�سابق له 
54  = 3، ... وهكذا. اإن هذه المتتالية 

18  ،3 =  18
6  ،3 = 

6
2 مبا�صرة ي�ساوي مقدارًا ثابتًا. 

.á«°Sóæg á«لÉààe واأمثالها ت�سمى

    ∞jô©J
اÉààŸل»á ال¡á«°Sóæ: متتالية تكون فيها الن�سبة بين كل حد اإلى الحد ال�سابق له مبا�صرة ن�سبة ثابتة ت�سمى 

اأ�سا�ض المتتالية ويرمز لها بالرمز )ر( ويُرمز للحد الاأول في المتتالية بالرمز) اأ (. تُ�سمى المت�سل�سلة 
.á«°Sóæg á∏°ù∏°ùàe المرتبطة بالمتتالية الهند�سية

لتعيين متتالية هند�سية يكفي معرفة حدها الاأول واأ�سا�سها.
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 تدريب (١)

. 1
2  اكتب الحدود الخم�سة الاأولى من المتتالية الهند�سية التي حدها الاأول 8 واأ�سا�سها 

 تدريب (٢)

. 
1
2 جد الحد الخام�ض من متتالية هند�سية حدها الاأول 4 واأ�سا�سها - 

     مثال (١)

 اكتب الحدود الخم�سة الاأولى من المتتالية الهند�سية التي حدها الاأول 3 واأ�سا�سها 2.
الحل

الحد الاأول = 3 ، الحد اÊÉãd= 3 × 2 = 6،  الحد الثالث = 6 × 2 = 12، 
الحد الرابع = 12 × 2 = 24،  الحد الخام�ض = 24 ×2 = 48 

1- ¿Q Cا = ¿ì  :ƒg (Q) É¡°SÉ°SCاh (Cا) ∫hC’ا ÉgóM »àال á«°Sóæ¡ال á«لÉààª∏ل (¿ì) ΩÉ©ال ó◊ا ΩÉY لµ°ûHh

    مثال (٢)

 ، ...هند�سية ثم جد حدها ال�ساد�ض.
2
9  ، 

2
3  بينّج اأن المتتالية    6، 2، 

الحل

. 
1
3  اإذن فالمتتالية هند�سية اأ�سا�سها 

1
3  =  

2
29
3

  =  
ح4
ح3 ،  1

3  = 
2
3
2   = 

ح3
ح2 ، 

1
3  = 

2
6  = 

ح2
ح1

 
2

81  = 5) 
1
3 ح6 = اأ ر5 = 6 × ) 

لاحظ اأن المتتالية الهند�سية التي حدها الاأول ) اأ ( واأ�سا�سها )ر( هي : اأ، اأر، اأر2، اأر3، ...

¢ûbÉfh ô qµa
هل يمكن اأن يكون ال�سفر اأحد حدود متتالية هند�سية؟ و�سح اإجابتك.
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 تدريب (٣)

 +...  با�ستخدام رمز المجموع.
1
4  اكتب المت�سل�سلة الهند�سية 64 + 16 + 4 +1 + 

    مثال (٣)

اكتب المت�سل�سلة الهند�سية 4 +0.8 + 0.16 + ...  با�ستخدام رمز المجموع.
الحل

                     0.2 =  
0.8

4     اأ = 4 ، ر =  
حن = اأرن-1 = 4 × )0.2(ن-1 

             4)0٫2(ن-1  =  4 + 0.8 + 0.16 + ... 
∞

ن= 1

    مثال (٤)

تفقد  ال�سيارة  كانت  اللاحقة  ال�سنوات  دينارٍ وخلال   20000 بقيمة  �سيارة  �سخ�ض  ا�سترى 
10٪ من قيمتها �سنويًّا.

1( اكتب قاعدة الحد العام للمتتالية التي تعطي قيمة ال�سيارة بعد ن �سنة.
2( جد قيمة ال�سيارة في بداية ال�سنة ال�ساد�سة لاأقرب دينار.

الحل
بما اأن ال�سيارة تفقد 10٪ من قيمتها �سنوياً، فاإن قيمة ال�سيارة في بداية كل عام ت�سبح 90٪ من 

قيمتها في بداية العام ال�سابق له.
1( قيمة ال�سيارة في بداية ال�سنة الاأولى    = 20000 دينارٍ

"        "      "     "      "   الثانية    = 20000× )0.9(
"        "      "     "      "   اãdÉãdة    = 20000× )0.9(2

"        "      "     "      "      ن      = 20000× )0.9(ن  -1
2( قيمة ال�سيارة في بداية ال�سنة ال�ساد�سة = 20000× )0.9(5  ≈ 11810 دنانير.
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         تذكر
:å«M ¿ ( Q + 1 ) Ω = `L ÖcôŸG íHôdG á∏ªL ÜÉ°ùM ¿ƒfÉb

. äGƒæ°ùdG OóY :¿ ,IóFÉØ∏d ájƒÄŸG áÑ°ùædG :Q  ,´OƒŸG ≠∏ÑŸG :Ω ,≠∏ÑŸG á∏ªL :`L

    مثال (٥)

 %4 ÉgQGó≤e  ájƒæ°S  IóFÉØHh  ÖcôŸG  íHôdG  ÜÉ°ùëH  ∂æH  ‘ mQÉæjO  1000 ≠∏Ñe  ¢üî°T  ´OhCG
 á«°Sóæg á«dÉààe πµ°ûJ QÉªãà°S’G äGƒæ°S ∫ÓN ≠∏ÑŸG á∏ªL ¿CG r uÚH .áæ°S πc ájÉ¡f ‘ ±É°†J Ékjƒæ°S

 .á°SOÉ°ùdG áæ°ùdG ájÉ¡f ‘ QÉæjO ÜôbC’ ≠∏ÑŸG á∏ªL óL ºK

πëdG
% 4 =Q ,1000 = CG = 1ì

(0^04 + 1) 1000 = 2ì
1+¿ (0^04 +1)1000 = äGƒæ°ùdG øe 1+¿ ó©H ≠∏ÑŸG á∏ªL = 2+¿ ì

¿ (0^04 +1)1000 =   äGƒæ°ùdG øe ¿ ó©H ≠∏ÑŸG á∏ªL = 1+¿ ì

1^04 É¡°SÉ°SCG á«°Sóæg á«dÉààŸÉa ¿PEG 1^04 = 0^04+1 = 
1+¿(0^04+1)

¿(0^04+1)  = 
2+ ¿ì
1+ ¿ì

G kQÉæjO 1217 ≈ 5(0^04+1)1000 = 6ì = á°SOÉ°ùdG áæ°ùdG ájÉ¡f ‘ ≠∏ÑŸG á∏ªL

 تدريب (٤)

 Évjƒæ°S %5 ÉgQGó≤e áÑcôe IóFÉa »£©j ∂æH iód äGƒæ°S 8 IóŸ QÉæjO 1500 ≠∏Ñe ń pOhoCG
.QÉæjO ÜôbC’ ≠∏ÑŸG á∏ªL óL áæ°S πc ájÉ¡f ‘ ±É°†J
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¢ûbÉfh ô qµa

     مثال (٦)

اأدخل 3 متو�سطات هند�سية بين العددين 10، 160.

الحل
بعد اإدخال المتو�سطات الهند�سية ي�سبح عدد حدود المتتالية 3 + 2 = 5 .

اأ = ح1=10  ، ح5 = اأ ر4    ←  10ر4 = 160      ←  ر4 = 16 ←      ر =   2  
وهذا يعني وجود متتاليتين.

.160 ، 80 ، 40 ، 20 ، 10  :»gالاأولى: عندما ر= 2      و
.160 ، 80- ، 40 ، 20- ،10   :»gوالثانية: عندما ر= -2  و

 تدريب (٥)

. 32 ،  
1
2  اأدخل متو�سطين هند�سيين بين 

في الدر�ض ال�سابق اأن�سئت متتاليات ح�سابية باإدخال متو�سطات ح�سابية بين عددين. �ستكرر 
العملية في المتتاليات الهند�سية ولكن باإدخال متو�سطات هند�سية. و ب�سورة عامة:

  íÑ°üJ å«حH ¿¢S ,...,3¢S ,2¢S ,1¢S Ohó◊ا øe OóY OÉéjEا øµeCاh øjOóY Ü , Cا ¿Éc اPEا
.á«°Sóæg äÉ£°Sƒàe ≈ª°ùJ ¿¢S ,... ,2¢S ,1¢S ¿EÉa ,á«°Sóæg á«لÉààe Ü,¿¢S ,... ,2¢S ,1¢S ,Cا

هند�سية  متو�سطات  اإدخال  عن   èينت متى   )5( وتدريب   )6( مثال  على  اعتمادًا   )1
متتاليتان، ومتى تنتè متتالية واحدة؟ برر اإجابتك.

اإذا كان اأ ، ب عدديْنِ موجبين معًا اأو �سالبين معًا وكان جـ متو�سطهما الهند�سي، فبيِّن   )2
اأنَّ جـ = ±   اأ × ب
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ها العام: 1( بينّج اأي المتتاليات الاآتية هند�سية ثم جد حدَّ
486 ،... ،54 ،18 ،6 ،2 اأ   ( 

ل ، 3 ل2، 9 ل3، 27 ل4 ، ...    ، ل ≠ �سفرًا. ب( 
... ، 36- ،24- ،12- ،3- جـ( 

  
1
9  ، 

1
3  - ،1 ،3- ،9 د( 

اكتب الحدود الخم�سة الاأولى لكلٍّ من المتتاليات الهند�سية الاآتية:  )2
  

1
2 اأ = 32        ، ر =  اأ   ( 

اأ = 50        ، ر = -0.1 ب( 
  

2
3 اأ= -81      ، ر =   جـ( 

اكتب المت�سل�سلة الهند�سية 24 + 12 + 6 + 3 + ... با�ستخدام رمز المجموع    .  )3
)2(ك .

5

ك= 1
جد الاأ�سا�ض والحد العام للمت�سل�سلة الهند�سية  )4

اأدخل متو�سطًا هند�سيًّا بين كل عدَدَين في ما ياأتي:  )5
اأ  ( 3 ، 12           ب( – 2 ، -8

اأدخل 4 متو�سطات هند�سية بين العددين 8 ، 256 بحيث ت�سكل الاأعداد جميعها متتالية   )6
هند�سية.

يتزايد عدد �سكان اإحدى القرى الاأردنية  بمقدار2٪ �سنوياً. اإذا كان عدد �سكان القرية في   )7
اإحدى ال�سنوات ) اأ (، فاأثبت اأن عدد �سكانها بعد ن �سنة حن = اأ )1 +0.02 (ن-1 واأن 

المتتالية هند�سية.
جد جملة مبلغ )2000( دينار ا�ستثمر في بنك بفائدة مركبة معدلها )6 ٪( �سنويًّا لمدة 5   )8

�سنوات.
ورقة مربعة ال�سكل طول �سلعها متر واحد و�سمكها 1 ملم ، طويت 10 مرات .  )9

اكتب قاعدة الحد العام لم�ساحة الورقة بعد طيِّها . اأ   ( 

    تمارين و مسائل
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اكتب قاعدة الحد العام ل�سمك الورقة بعد طيِّها . ب( 
جد م�ساحة و�سمك الورقة بعد طيِّها 10 مرات.  جـ( 

10( اأثبت اأن المتو�سط الح�سابي لاأي عددين مختلفين وموجبين اأكبر من متو�سطها الهند�سي.
.0 > اأ - ب

2
        اإر�ساد: )                (2

11( اإذا كانت ك1 ، ك2 ، ك3 ، ... متتالية هند�سية فاأثبت اأن المتتاليات الاآتية هند�سية:
جـ ك1 ، جـ ك2 ، جـ ك3 ، ...      ، جـ ≠ �سفرًا اأ   ( 

ك12  ،  ك22   ، ك32 ، ... ب( 
-3 ك3   ، ... -3 ك2   ،   ،  

-3 ك1 جـ( 

هند�سية  تكون  هند�سيتين  متتاليتين  المتناظرة في  الحدود  من �صرب  الناتة  المتتالية  اأن  اأثبت   )12
اأي�سا.

1
�ض - ع  

، 1
2�ض  ،

1
�ض- �ض  

اإذا كانت �ض، �ض، ع ثلاثة حدود لمتتالية هند�سية فاأثبت اأن  )13
ت�سكل متتالية ح�سابية.
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Sum of Finite Geometric Seriesثانيًا: مجموع المتسلسلة الهندسية المنتهية   

مجموع ما خ�صره عامر من وزنه هو 10 + 5 + 2.5 + ... اإلى الحد ال�ساد�ض.

اإن اإيجاد ناتج ا÷مع بالطريقة العادية يحتاج اإلى وقت وجهد كبيرين اإذا كان عدد حدود المت�سل�سلة 
ل اإيجاد المجموع. كبيراً، لذلك لا بد من طريقة تُ�سهّج

افر�ض اأن جـ ن  مجموع اأول ن حدًا من المت�سل�سلة الهند�سية:  اأ + اأر + اأر2 + اأر3+  ... 
جـ ن = اأ + اأر + اأر2 + ... + اأرن-1            ............ )1(

رجـ ن= اأر + اأر2 + اأر3+... + اأرن        .............)2(          �صرب طرفي المعادلة في  ر
رجـ ن– جـ ن = اأرن– اأ                                      بطرح المعادلة )2( من المعادلة )2( 
جـ ن)ر– 1( =  اأ)رن– 1(                      اإخراج جـ ن عاملًا م�ستركًا من الطر± الاأيمن وَ  اأ من الطر± الاأي�صر

اأ )رن - 1(                            الق�سمة على ) ر-1(
ر - 1  

جـ ن= 

مجموع اأول  ن حدٌّ من مت�سل�سلة هند�سية حدها الاأول ) اأ ( واأ�سا�سها )ر( يرمز له بالرمز جـن 
ويعطى بالعلاقة الاآتية:

جـن=
 ،   ر ≠ 1 

ن اأ ،   ر = 1 

اأ )رن - 1(
ر - 1

يعاني عامر من ال�سمنة ويريد اإنقا�ض وزنه، فقرر ‡ار�سة الريا�سة والالتزام ببرنامè غذائي 
الثاني          ال�سهر  10 كغ وفي  الاأول  ال�سهر  اأن يخ�صر من وزنه في  المتوقع  �سهور، من   6 لمدة 
5كغ وفي ال�سهر الثالث 2.5 كغ وهكذا. جد مجموع ما خ�صره من وزنه في نهاية برنامجه.
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     مثال (٢)

 جد مجموع المت�سل�سلة 

الحل
المت�سل�سلة هند�سية حدها الاأول 6)0.2( =1.2 واأ�سا�سها 0.2

جـ5  =           =              ≈ 1.5

     مثال (١)

. 1
2  جد جـ5  للمت�سل�سلة الهند�سية التي حدها الاأول 64 واأ�سا�سها 

الحل

جـ5 =       =    =      = 124
)1 - 5) 1

2 (( 64

1- 
1
2

)1 - 5)0.2(( 1.2
1 - 0.2

0.99968 × 1.2-
0.8-

)1 - 1
32( 64

 
1
2  -

) 31
32( 64-

 
1
2  -

 تدريب (١)

جد مجموع الحدود الخم�سة الاأولى من المت�سل�سلة الهند�سية:
... 2 - 4 + 8 – 16

 تدريب (٢)

جد مجموع المت�سل�سلة الهند�سية

5

ك= 1

6)0.2(ك

6

ك= 1

8)0.3(ك

¢ûbÉfh ô qµa
هل من الممكن اأن تكون المتتالية ح�سابية وهند�سية في اآن واحد؟ اأعط مثالا يدعم راأيك.
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    تمارين و مسائل

جد مجموع كل من المت�سل�سلات الهند�سية الاآتية:  )1
 + ...  اإلى 8 حدود

1
3 اأ   (  9 – 3 + 1 -  

1 ، عدد الحدود 10
2 الحد الاأول = 128 ، الاأ�سا�ض   ب( 

ا . 1 – 1 + 1 – 1 + ...   اإلى 60 حدًّ جـ( 

جد المجموع لكل مت�سل�سلة في ما ياأتي:  )2

اأ   (                              ب( 

  وحدها الخام�ض 12. جد مجموع الحدود ال�ستة الاأولى 
3
2 مت�سل�سلة هند�سية حدها الثاني    )3

من المت�سل�سلة.

حُلَّ الم�ساألة في بداية الدر�ض.  )4

3  ما كان ي�سب 
2 بَّ في خزان ماء 256 لترا في اليوم الاأول، وبعد ذلك كان يُ�سب فيه   �سُ  )5

فيه اليوم ال�سابق له مبا�صرة . جد �سعة الخزان اإذا امتلاأ بعد 5 اأيام. 

3

ن= 1

)2(ن-1
4

ن= 1

(ن 2
1 (
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Sum of Infinite Geometric Seriesثالثًا: مجموع المتسلسلة الهندسية اللانهائية   

 ) اأ   ( الاأول  هند�سية حدهـا  مت�سل�سلة  من حدود  اأول ن حدٌّ  مـجمـوع  اأن  �سابقًا  تعلمت 
واأ�سا�سها )ر( هو:

اأ )رن - 1( ،   ر ≠ 1 جـن=
ر - 1

وال�سوDال الاآن هل يمكن اإيجاد مجموع مت�سل�سلة هند�سية غير منتهية ؟

للاإجابة عن ال�سوDال ال�سابق ادر�ض المت�سل�سلة الاآتية:
     ... +

 
1

100  + 
1

10 + 1
لاحظ اأنه كلما ازدادت قيمة ن تتناق�ض قيم حدود المت�سل�سلة، وكذلك الاأمر بالن�سبة اإلى رن.

1 وهكذا .
1000000  

= 6) 
1

10(   ، ...  ، 
 

1
100  = 2) 

1
10(  ،   

1
10 = 1) 

1
10(

وال�سبب لاأن قيمة -1< ر< 1 . يمكن القول اأنه عندما تكبر قيمة ن بحيث تقترب من مالا نهاية 
قيمة رن  ت�سبح قريبة من ال�سفر ويمكن اإهمالها وهذا يعني اأنه يمكن اإيجاد مجموع مت�سل�سلة هند�سية 

غير منتهية من هذا النوع وي�سبح القانون:

10
9  =

 
1

0.1-1  =   ... + 1
100  +  

1
اأي اأن 1 + 10

و مثل هذه المت�سل�سلات غير المنتهية ت�سمى á«HQÉ≤J لاأن مجموعها عدد حقيقي. واإذا ⁄ تكن المت�سل�سلة 
تقاربية تُ�سمى غير تقاربية )ájóYÉÑJ( ولا يمكن اإيجاد مجموعها.

اأ  ،   ر ≠ 1 جـن=
1- ر

تكون المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهية التي اأ�سا�سها )ر( وحدها الاأول )اأ( تقاربية اإذا كان 
مجموعها عدد حقيقي وحيث | ر| <1 ، و في هذه الحالة يكون مجموعها:

اأ
 1- ر

جـن = 
اأما اإذا كانت| ر| ≥1 ، فتكون المت�سل�سلة الهند�سية غير المنتهية غير تقاربية )تباعدية(، لا يمكن 

اإيجاد مجموع دد لها.
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     مثال (١)

 ... +  
1
4  - 

1
2  جد مجموع المت�سل�سلة 2 -1 + 

الحل
      

1
2  المت�سل�سلة هند�سية لا نهائية تقاربية فيها اأ =2 ، ر =- 

2جـن =                      =              =

 
1
2  -  -1)         ( 

2
3
2

4
3

 تدريب (١)

جد مجموع المت�سل�سلة

     مثال (٢)

اكتب الك�صر الع�صري الدوري 0.65 على �سورة ك�صر.

الحل
 يمكن كتابة الك�صر الع�صري الدوري 0.65 على ال�سورة:

 ..... + 0.000065 + 0.0065 + 0.65 =  0.65        
وهذه مت�سل�سلة هند�سية لا نهائية تقاربية فيها: اأ = 0.65 ، ر = 0.01 مجموعها:

جـ =                        =            =  

∞

ك= 1

 تدريب (٢)

اكتب الك�صر الع�صري الدوري 0.375   على �سورة ك�صر .

0.65
)0.01( -1

0.65
0.99

65
99

(ك  4
1  -( 8
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    تمارين و مسائل

1( جد مجموع المت�سل�سلات اللانهائية الاآتية اإن اأمكن:
... + 

1
8  - 

1
4  + 

1
2 اأ  (  1 - 

ب(  4 + 4 + 4 + 4 + ...
.... + 0.008 + 0.8 + 8 جـ( 

... + 1 +  
1
4  + 1

 16  د (  

ثم  نهائية  لا  هند�سية  مت�سل�سلة  �سورة  على  الاآتية  الدورية  الع�صرية  الك�سور  من  اكتب كلا   )2
لها اإلى ك�صر عادي . حوّج

اأ  (   0.3                    ب( 0.45                 جـ( 1.35   

مربع طول �سلعه 16 �سم، ن�سفت اأ�سلاعه وو�سل بين نقاط منت�سفات اأ�سلاعه المتجاورة   )3
بقطع م�ستقيمة فتكون مربَّعٌ اآخر، ثم كُررت العملية اإلى ما لانهاية. جد مجموع م�ساحات 

المربعات جميعها.

بينّج اأن المت�سل�سلة الاآتية هند�سية ثم جد مجموعها.  )4

1 - ...           ، ك < �سفر.
ك+1  + 1

ك ك+1 - 
ك2

جد مجموع المت�سل�سلة   )5

  ارتفاعها 
3
5 �سقطت كرة مطاطية من ارتفاع 24 قدم على �سطح اأر�ض م�ستوية، فارتدت اإلى   )6

وهكذا في كل مرة ت�سطدم بها في الاأر�ض. جد مجموع الم�سافات التي قطعتها الكرة. 

∞

ن= 1

)0.2(ن
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اكتب قاعدة الحد العام للمتتاليات الاآتية:  )1
اأ   ( 2 ، 5 ، 10 ، 17 ، ...

... ،  27
 8  ، 

9
4  ، 

3
2 ب( 1 ، 

  ... ، 
5
4 ،  

4
3  ،  

3
2 جـ(  2، 

ا�ستخدم رمز المجموع للتعبير عن المت�سل�سلات الاآتية :   )2
اأ   ( 3 + 6 + 9 + ... + 87
ب( 2 – 4 + 8 – 16 + ...

 1
12×10 + ... +  1

5×3  + 1
4×2  + 1

3×1 جـ( 

... + 1
 16 - 1

9  + 1
4  د ( 1 - 

حدد نوع المتتالية من حيث كونها ح�سابية اأو هند�سية اأو لي�ست كذلك، ثم جد الحدود   )3
الاأربعة الاأولى منها .

 ( ن -1
1
3  اأ  ( حن = 4ن– 1                      ب( حن = 6 ) 

ن+1                                 د  ( -2 ، 4 ، -8 ، 16 ، ...
ن2 جـ( 

جد مجموع كل من المت�سل�سلات الاآتية:  )4
∞

ن= 1

)0.6(ن          جـ( 
8

ن= 1

3)2(ن اأ ( 8 + 10+12+000+58      ب( 

جد عدد م�ساعفات العدد 4 التي تقع بين 10 ، 102.  )5
اأ  (    اأدخل 4 متو�سطات ح�سابية بين العددين -1 ، 9.  )6

اأدخل 4 متو�سطات هند�سية بين العددين 729 ، 3  ب( 
�سخ�ض وزنه 100 ك¨م، يريد اإنقا�ض وزنه بمعدل 2 ك¨م �سهريًّا. بعد كم �سهر ي�سبح   )7

وزنه 82 ك¨م؟

أسئلة الوحدة
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بقطع  بينها  وُ�سل  ثم  اأ�سلاعه  فت  ن�سّج �سم،   16 الاأ�سلاع طول �سلعه  مثلث متطابق   )8
ن مثلث  م�ستقيمة فت�سكل مثلث ثم ن�سفت اأ�سلاع المثلث ا÷ديد و و�سل بينها فتكوّج

اآخر ... وهكذا اإلى ما لا نهاية. جد:
مجموع يطات المثلثات الناتة .  اأ  ( 

مجموع م�ساحات المثلثات الناتة. ب( 
يتزايد عدد �سكان مدينة بمعدل 2.5 ٪ �سنويًّا. اإذا كان عدد �سكان المدينة عام 2014   )9

É°ùjو… 100000 ن�سمة. فكم �سيبلغ عدد �سكانها بعد 5 �سنوات؟
�سنوية مقدارها  بفائدة  و  المركب  الربح  دينار بح�ساب   10000 مبلغ  اأودع �سخ�ض   )10

6٪. هل تكفي جملة المبلغ بعد 10 �سنوات ل�صراء �سيارة ثمنها 17900 دينار؟ 
11(  اأ  (  في المتتالية التي حدها العام ح ن = ن2 + ن ، اأثبت اأن  ح ن+1  < ح ن .

1 ، اأثبت اأن  ح ن+1  < ح ن .
ب(  في المتتالية التي حدها العام ح ن = 5ن 

نت الاأعداد نت الاأعداد اأ ، ب ، جـ متتالية ح�سابية حيث اأ ≠ ب≠ جـ ، وكوّج 12( اإذا كوّج
. 

جـ
5  = 

ب
3  اأ ، ب - اأ ، جـ - اأ متتالية هند�سية ، فاأثبت اأنَّ اأ = 

نت الاأعــداد 2هـ + ك ، 3 ك – 5 ، 5 + ك متتاليـــة ح�سابيــــة  حــيث  13(  اأ  (  اإذا كوّج
هـ ، ك ≠ 0، فما قيمة الثابتين هـ ، ك ؟ هل المتتالية وحيدة؟

نت الاأعداد �ض- 4 ، �ض + 2 ، �ض + 14 متتالية هند�سية فما قيمة �ض؟ ب(  اإذا كوّج
14(  اأ  (  ثلاثة اأعداد ت�سكل متتالية ح�سابية مجموعها – 3  وحا�سل �صربها 24 ، ما هذه الاأعداد؟
، ما هذه الاأعداد؟ 1

8  1  وحا�سل �صربها 
3
4 ب(  ثلاثة اأعداد ت�سكل متتالية ح�سابية مجموعها 

3  ارتفاعها 
5 اإلى   12 قدماً على �سطح م�ستوٍ وكانت ترتد  �سقطت كرة من ارتفاع   )15

ال�سابق عند ا�سطدامها بالاأر�ض في كل مرة. جد مجموع الم�سافات التي قطعتها الكرة.
اأربعة  فقرة  لكل  متعدد،  من  الاختيار  نوع  من  فقرات  ت�سع  من  ال�سوDال  هذا  ن  يتكوّج  )16

بدائل، واحد فقط منها �سحيح، �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:
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قاعدة الحد العام حن للمتتالية 4 ، 7 ، 10 ، 13 ، ...   هي:  )1(
اأ  ( 4 ن               ب( 3 ن + 1           جـ( ن +1                 د( 5 ن– 1 

ما عدد حدود المت�سل�سلة الح�سابية: 2 + 1.2 + 0.4 – 0.4 - ... – 5.2 .  )2(
اأ  ( 5                  ب( 6                        جـ( 9                      د( 10 

 ، ... ، هو:
1
3 الحد ال�ساد�ض في المتتالية 9 ، - 3 ، 1 ، -  )3(

1
1                  د( - 81 

 81 1                    جـ( 
 27 1          ب( 

اأ  (  - 27 

:ƒg0.18 4( الك�صر العادي الذي ي�ساوي الك�صر الع�صري الدوري(

 
111
55                    د( 

2
11 1                   جـ( 

11 20               ب( 
11 اأ  ( 

:ƒg 16 - ، 4 – المتو�سط الهند�سي للعددين  )5(
اأ  ( 12                ب( - 10                جـ( - 8                   د( 10 

 
قيمة   )6(

                د( - 2 
2
3                  ب( 2                       جـ( - 

2
3 اأ  ( 

 +  ... ( ي�ساوي:
1
8  -  

1
4  +  

1
2 )7(* مجموع المت�سل�سلة الهند�سية اللانهائية ) 1 - 

∞
 
                   د( 

3
2 2                   جـ( 

3 5               ب( 
8 اأ  ( 

 4 وحدها العا�صر 21 فما اأ�سا�سها؟
1
2 متتالية ح�سابية حدها ال�سابع   )8(

3 
3
5 د(        16 

1
2 جـ(  ب( 3         5 

1
2 اأ  ( 

متتالية هند�سية حدها الثاني 32 وحدها الخام�ض 4 ، فما حدها ال�سابع؟  )9(
1
8 د(            1

2 جـ(   اأ  ( 2                ب( 1         

* من اأ�سئلة الاختبارات الدولية.

∞

ر= 1

(ر -1  2
1  -(
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الاقترانات المثلثية 4
منذ البدء اهتم العلماء بح�شاب المثلثات و كان اأكثر اهتمامهم بالزوايا والاأ�شلاع. وللمثلثات 
الفيزياء،  اأهمية في المجالات كافةً مثل الهند�شة، الفلك، الملاحة، والم�شاحة ومع تطور علم 
وظهورعلم التكامل والتفا�شل تطور علم المثلثات وزادت اأهميته، و كان اأول من اهتم بح�شاب 
المثلثات الفراعنة القدماء وا�شتخدموا هذا العلم في بناء الاأهرامات، ثم اأ�شبح علماً م�شتقلًا بذاته، 
واأ�شهر العلماء الم�شلمين المهتمين به : )الزرقلي، ون�شير الدين الطو�شي، واأبو عبد اˆ البتّاني (.

 



Trigonometric Functions
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  التمييز بين التقدير الدائري، و القيا�س ال�شتيني، وحلّ م�شائل عليهما.
  ا�شتق�شاء خ�شائ�س الاقترانات المثلثية ) الجيب ، جيب التمام ، والظل (. 

  ر�شم منحنيات الاقترانات المثلثية يدويًّا وبا�شتخدام التكنولوجيا.
  اإيـجاد الـدورة وال�شـعة والمجال والمدى للاقترانـات المثلثية )جاهـ ، جتاهـ ، ظاهـ( 

)اإن اأمكن ذلك(.
  و�شف �شلوك منحنى الاقتران تحت تاأثيرالتحويلات ) الان�شحاب الراأ�شي و الاأفقي(.

  تحليل متطابقات مثلثية جبريًّا )ت�شمل مجموع زاويتين والفرق بينهما، ن�شف الزاوية، 
و�شعف الزاوية(.

برهنة المتطابقات المثلثية.  
حلّ معادلات مثلثية ) الحلt الاأوّلي والحلt العام ( جبريًّا.   

حلّ م�شكلات تتعلق بالاقترانات المثلثية وتبرير الحل.  
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ال�شكل )1-4(.

äاLاàæال                     
• تميز بين التقدير الدائري والقيا�س ال�شتيني وتحول بينهما.

• ت�شتخدم التقدير الدائري لاإيجاد طول قو�س في دائرة.

التقدير الدائري والقياس الستيني
Degree and Radian Measure

الفصل الأول

دائري  م�شمار  تركيب  يمكن  للاأطفال  لعبة  في 
كل  متطابقة،  قطع   )10( من  يتكون  �شيارتين  ل�شباق 
واحدة منها تاأخذ �شكل قو�س دائري بحيث يكون طول 
القو�س الداخلي اأق�شر من طول القو�س الخارجي بمقدار 

)3.14( �شم، ما عر�س القطعة؟

تعلمت في ال�شفوف ال�شابقة اأن الزاوية  عبارة عن �شعاعين منطلقين من النقطة نف�شها، ي�شمى 
وال�شلع  الابتداء  �شلع  اأحدهما 
الاآخر ي�شمى �شلع الانتهاء، فاإذا 
منطبقًا  الزاوية  ابتداء  �شلع  كان 
الموجب  ال�شينات  محور  على 
فاإن  الاأ�شل،  نقطة  في  وراأ�شها 
الو�شع  في  تكون  الزاوية  هذه 
القيا�شي لها، و ال�شكل )1-4( 
هذه  على  الاأمثلة  بع�س  يو�شح 

الزوايا.

¢S¢S

¢S¢S

¢U ¢U

¢U ¢U

5305130

52105330
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ال�شكل )2-4(.

اإذا كان اتجاه الدوران الذي تقا�س به الزاوية 
الزاوية  قيا�س  يكون  ال�شاعة  عقارب  عك�س 
مع  الدوران  اتجاه  كان  اإذا  اأما  موجب، 
�شالبًا،  الزاوية  قيا�س  يكون  ال�شاعة  عقارب 

انظر ال�شكل )2-4(.

ÖLƒe É¡°SÉ«b ájhGR
5290

ÖdÉ°S É¡°SÉ«b ájhGR
570-

وقد ت�شترك اأكثر من زاوية في �شلع الانتهاء وذلك نتيجة لدوران �شلع الانتهاء اأكثر من دورة حول 
نقطة الاأ�شل. 

ويعبر عن ذلك على ال�شورة ) هـ + 360˚× ن( حيث ن عدد �شحيح، 0 > هـ > 360˚.

ال�شكل )3-4(.

     مثال )1(

حدد الربع الذي يقع فيه �شلع الانتهاء ) اأو المحور الذي ينطبق عليه �شلع الانتهاء ( لكل زاوية 
مما ياأتي:

˚1530 ) 3   ˚1018 – ) 2   ˚540 )1 
الحل

540˚ - 360˚= 180˚ اإذن �شلع الانتهاء ينطبق على محور ال�شينات ال�شالب.   )1
˚298- =˚360 + ˚658- ، ˚658- = ˚360 + ˚1018 -  )2

�شلع الانتهاء لهذه الزاوية يقع في الربع الاأوّل، وللتاأكد 
هي:  لها  المقابلة  الموجبة  الزاوية  فاإِنّ  ذلك  من 
الزاوية  اأنّ  )لاحظ   .˚62  =˚360+˚298-
بالاتجاه   ˚298 عليها  وزيادة  دورتين  اأكملت 

ال�شالب انظر ال�شكل )3-4((.
˚90=˚1440- ˚1530 = 4×˚360-˚1530 )3 

 ينطبق �شلع الانتهاء لهذه الزاوية على محور ال�شادات الموجب.

¢S

¢U
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المتر  قيا�شه  ووحدات  المتري  النظام  هما  عالميان  نظامان  يوجد  الطول  وحدات  لقيا�س 
واأجزاوؤه وم�شاعفاته، والنظام الانجليزي ووحداته القدم واأجزاوؤه وم�شاعفاته.

كذلك الزوايا يوجد لها نظامان للقيا�س، الاأول القيا�س ال�شتيني ووحداته الدرجة )°( الدقيقة ) ʹ ( 
والثانية ) ˝́ (.

الراديان  قيا�شه  ووحدة  الóاFر…  الjó≤àر  والاآخر 
زاوية  قيا�س  يكون:1راد  بحيث   )OاQ(  )Radian(
مركزية مر�شومة في دائرة الوحدة في الو�شع القيا�شي 
هذه  قطر  ن�شف  طول  ي�شاوي  طوله  قو�شاً  تقابل 

الدائرة. ويرمز لقيا�شها بالرمز 1راد. 
اإلى  الدائري  التقدير  من  التحويل  يتم  كيف  ولكن 

القيا�س ال�شتيني وبالعك�س؟ 
التنا�شب،  على  اأ�شا�شي  ب�شكل  التحويل  هذا  يعتمد 

الن�شبة  هي   π باإن  )علمًا  الوحدة  دائرة  في   π طوله  قو�شًا  تقابل  مركزية  زاوية   ˚180 حيث: 
التقريبية  ≈  3.14 (.

ال�شكل )4-4(.

 تدريب )1(

حدد الربع الذي يقع فيه �شلع الانتهاء  )اأو المحور الذي ينطبق عليه �شلع الانتهاء( لكل زاوية 
في ما ياأتي:

˚950 - )3   ˚900 )2   ˚310 -  )1

¢S

Q

Q
¿ÉjOGQ (1)

¢U
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    مثال )2(

حول الزوايا الاآتية من القيا�س ال�شتيني اإلى التقدير الدائري:
˚300 )3             ˚700 )2                ˚120 )1

الحل
    π ˚180  )1
120˚ �س 

3
π 2 = ˚180

π × ˚120
 
 �س=

3
π 2اأي اأنّ طول القو�س المقابل للزاوية المركزية 120˚ في دائرة الوحدة هو

    π ˚180  )2
700˚ �س                                                       )تنا�شب(

9                                                    )اخت�شار(
π 35 =

 ˚180
π × ˚700

 
�س=

 ملاحظة: يُمكن التحويل من القيا�س ال�شتيني اإلى التقدير الدائري ب�شرب الزاوية بالقيا�س ال�شتيني 
180˚  )لماذا؟(

π
بـالمقدار  

3                                                          )با�شتخدام الملاحظة ال�شابقة(
π 5

 = ˚180
π ×˚300 )3

    مثال )3(

 حول الزوايا الاآتية من التقدير الدائري اإلى القيا�س ال�شتيني:
3( 7راد π5 )2راد        2

π3راد
  

)1
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 تدريب )2(

1(    حول الزوايا الاآتية من القيا�س ال�شتيني اإلى التقدير الدائري:
جـ( 330˚ ̊          ب( 720˚   اأ ( 225

2(    حول الزوايا الاآتية من التقدير الدائري اإلى القيا�س ال�شتيني: 
جـ( π 7راد    4

π 3راد 6            ب( 
π 7راد

 
اأ ( 

طول القو�س المقابل للزاوية المركزية = ن�شف القطر × قيا�س الزاوية بالتقدير الدائري 
                    ل                    =    نق         ×   هـ ) بالتقدير الدائري (

`g

≥f

≥f

∫

من تعريف الراديان يمكن ا�شتنتاج اأن: 

الحل
1(  πراد 180˚                                           )تنا�شب(

2  �س  
π 3         

  ˚270 = π × 2
˚180 × π3

 
�س =

180˚                                              )تنا�شب(  π  )2
π5  �س  

 π  = 900˚                                          ) اخت�شار(
˚180 × π5 =س�        

ملاحظة: يمكن التحويل من التقدير الدائري اإلى القيا�س ال�شتيني من خلال �شرب الزاوية 
. )لماذا؟(

π
˚180

 
بالقيا�س الدائري بِـالمقدار

22 =54َ  5400             )با�شتخدام الملاحظة ال�شابقة(
7 ×5180

 
×7 = π

˚180 7 راد ×   ) 3
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     مثال )٤(

. 2
π3راد

دائرة ن�شف قطرها ي�شاوي 12 �شم، اح�شب طول القو�س المقابل للزاوية 

الحل
ل = نق × هـ                                                 ) بما اأن هـ بالقيا�س الدائري نعو�س في القانون مبا�شرة (

π 18= 2 ≈  18× 3.14 ≈56.52�شم.
π3راد

 × 12 =  

     مثال )5(

3  ي�شاوي 14�شم، ما طول ن�شف قطرها؟ 
π2راد

دائرة طول القو�س المقابل للزاوية  

الحل
ل = نق × هـ 

3                                                                            )تطبيق على القانون( 
14= نق × π2راد

) 3
π 2 π2  = نق                                                                                   )�شرب بمقلوب 

3 ×14
22 ≈ 6.68�شم.

7 ومنه نق = 21×  

 تدريب )3(

دائرة ن�شف قطرها 6�شم، اح�شب طول القو�س المقابل للزاوية 120˚

¢ûbاfh ر qµa
ا�شتخدم فكرة طول القو�س لا�شتنتاج محيط دائرة ن�شف قطرها نق.
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حول كلاًّ مما ياأتي من التقدير الدائري اإلى القيا�س ال�شتيني:( 1

 2
π3راد جـ ( -                   2

π25راد ب(  – 2 راد    اأ  ( 

حول كلاًّ مما ياأتي من القيا�س ال�شتيني اإلى التقدير الدائري : ( 2
جـ ( 325˚ ب( 610˚            ˚80 - اأ  ( 

كلٍّ ( 3 عن  اأجب  المجاور  الر�شم  على  بالاعتماد 
مما ياأتي:                              

ا�شتخدم الزاوية اأ ب هـ لاإعطاء مثال على  اأ   ( 
زاوية في الو�شع القيا�شي مع ذكر قيا�شها.                                          
مثـال  الـزاويـة جـ ب و لاإعطاء  ا�شـتخدم  ب( 
ذكر  مع  ال�شالب  الاتجاه  في  زاوية  على 

قيا�شها.                        

اإلى حارات ( 4 مق�شم  الجري،  م�شابقات  عليه  تقام  ال�شكل  دائري  ملعب  الكليات  اإحدى  في 
القطر  ن�شف  1م،  منها  كل  عر�س 
ون�شف  33م،  الاأولى  للحارة  الداخلي 
الثانية  34 م، ما  الداخلي للحارة  القطر 
الفرق بين طول الحارتين الاأولى والثانية 

عند اإنهاء ن�شف لفة؟ 

    تمارين و مسائل

ال�شكل )5-4(.

¢SOh

CG

Ü

`g

`L

¢U

530

540
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حُلّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�س.   ( 5

6 )
 
اح�شب م�شاحة القطاع الدائري لدائرة ن�شف قطرها 5�شم قيا�س زاويته  المركزية ي�شاوي
نق2 هـ  حيث هـ مقدرة بالتقدير الدائري(.

 2
1  ) علماً باأنّ م�شاحة القطاع الدائري = 

5
πراد

قو�س في دائرة طوله 7�شم يقابل زاوية مركزية قيا�شها 100˚، ما طول قطرها؟( 7

طول قو�س في قطاع دائري ي�شاوي اأربعة اأمثال طول ن�شف القطر، هل من الممكن معرفة ( 8
الزاوية المركزية؟ 

اإذا كانت الن�شبة بين قيا�شات زوايا مثلث كن�شبة 2: 3 : 5، فما قيا�س كل من هذه الزوايا ( 9
بالتقدير الدائري والقيا�س ال�شتيني ؟
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äاLاàæال                     
• تتعرف الاقترانات المثلثية وتجدها لزاوية معطاة.

• تح�شب قيم الاقترانات المثلثية با�شتخدام زاوية المرجع.

قوانين  الاقترانات المثلثية
The Lows of Trigonometric Functions

الفصل الثاني

 عمق الماء عند نقطة معينة في اأحد الموانÅ )د( 
متر يرتبط بالزمن  )ن( �شاعة ح�شب العلاقة الاآتية:

 د = 8 - 3جتا )0.5ن( )ن> �شفر(
اح�شب عمق الماء في الميناء في ا◊الات الاآتية: 

 1(  عند المد             2(  عند ا÷زر

تعرفت فيما �شبق  على الن�شب المثلثية ال�شتة وهي: 
الجيب )جاهـ(، جيب تمام )جتا هـ(، الظل )ظا هـ(، ظل تمام )ظتاهـ(، القاطع )قاهـ (، قاطع 

تمام )قتاهـ(.
انظر ال�شكل )4-6( و تذكر اأنّ:

CG

r¢S
Ü`L

ال�شكل )6-4(.

جـ ب )جتا�سْ ≠ �شفر(
اأ جـ جتـا�سْ = 

جـا�سْ اأب ،  ظا �سْ = 
جـ ب   ، جتا �سْ = 

اأب 
اأجـ  جا �سْ = 
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ال�شكل )7-4(.

ظـا�س .
1 جـا�س  ، ظتا�س= 

1 جتـا�س ،   قتا�س = 
1 وتعلمت اأن قا�س = 

ملاحظة: في كل الاقترانات الدائرية المعرفة بدلالة اقتران اآخر في المقام - تُ�شتثنى الزوايا التي 
تجعل المقام ي�شاوي �شفر اأينما وردت.

¢S`g

(¢U,¢S)
¢U في دائرة الوحدة )الدائرة التي ن�شف قطرها وحدة واحدة( اإذا 

ر�شمت زاوية قيا�شها هـ في و�شعها القيا�شي، فاإن �شلع الانتهاء 
لها �شيقطع الدائرة في نقطة وحيدة )�س، �س(. 

الاإحداثي  هو  المثلث  في  هـ  للزاوية  المقابل  ال�شلع  وطول 
هـ هو  للزاوية  المجاور  ال�شلع  اأن طول  كما  للنقطة،  ال�شادي 

الاإحداثي ال�شيني للنقطة.

 ?áë«ë°U ábÓ©dG √òg ≈≤ÑJ πg IóMGh IóMh øY ô£≤dG ∞°üf ∫ƒW  ∞∏àNG GPEG 

 (¿)  * °180  +°90  …hÉ°ùj  É¡°SÉ«b  ¿Éc  GPEG  ± qô©e  ÒZ  ájhGõdG  πX  ¿ƒµj
?GPÉŸ ,í«ë°U OóY ¿ å«M

ينتج مما �شبق اأن جاهـ = �س ، جتا هـ = �س  ) علمًا باأنّ نق = 1وحدة(.

    ∞jر©J
ي�شمى الاقتران الذي يربط العدد الحقيقي هـ بالاإحداثي ال�شيني لنقطة تقاطع �شلع انتهاء زاوية قيا�شها 
هـ مع دائرة الوحدة اقتران جيب التمام، و يرمز له ق)هـ( = جتاهـ، وي�شمى الاقتران الذي يربط العدد 

الحقيقي هـ  بالاإحداثي ال�شادي لهذه النقطة اقتران الجيب، ويرمز له بالرمز ق)هـ( = جاهـ.

مما تقدم باإمكاننا الو�شول اإلى التعريف الاآتي: 
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 ، 
2

πراد من ال�شكل )4-8( يت�شح  اأن اأعلى قيمة للجيب هي 1، وهي عند الزاوية التي قيا�شها 
.  

2
π3راد واأدنى قيمة للجيب هي – 1، عند الزاوية 

واأعلى قيمة لجيب التمام هي 1، عند الزاوية �شفر، واأدنى قيمة لجيب التمام هي -1 وهي عند 
الزاوية πراد. 

و بذلك يمكن التعبير عن اقتراني الجيب و جيب التمام بال�شورة: 
ق: ح   ] -1 ، 1[ : ق)�س( = جا�س .
ق: ح   ] -1 ، 1[ : ق)�س( = جتا�س.

     مثال )1(

4 ، فجد جتا هـ، ظا هـ، 
1  اإذا كان �شلع انتهاء الزاويـة  هـ  يقع في الربـع الاأول وكان جاهـ =  

قاهـ، قتاهـ. 
الحل

جا2هـ +جتا2هـ = 1                                                                             )متطابقة(

4 (2 + جتا2هـ = 1                                                                        ) بالتعوي�س عن قيمة جاهـ(
1 (

16 + جتا2هـ = 1                                                                               )تب�شيط(
1

16  من الطرفين(
1 16                                                                           ) طرح 

15 =  16
1 جتا2هـ = 1- 

4   ) تُهمل الاإجابة ال�شالبة لاأن �شلـع الانتهاء للزاوية هـ يقع في الربع 
15   =  16

15
 
جتاهـ =    

الاأول(                                                                                                 )تب�شيط(

¢ûbاfh ر qµa
هل باإمكانك اإثبات اأنّ جا2هـ + جتا2هـ = 1؟  ا�شتعن بال�شكل )8-4(.
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طريقة ثانية للحل:
يمكن حل مثال )1( با�شتخدام فكرة المثلث القائم الزاوية، وذلك بتكوين المثلث المجاور، ومنه

الوتر 
المقابل  = 4

1 جاهـ = 

)الوتر(2 = )ال�شلع1(2 + )ال�شلع2(2                                                )نظرية فيثاغور�س(
16 = )1(2 +  )ال�شلع2(2                                                                     )تعوي�س(
)ال�شلع2(2 = 15                                                                                         )تب�شيط(

15 ال�شلع2      =    
15                       )اإهمال الاإ�شارة ال�شالبة )لماذا((؟  = 

ال�شلع2        

واإذا عُلمت اأطوال اأ�شلاع المثلث بالاإمكان ا�شتخراج باقي الن�شب المثلثية.

جتاهـ                                                                  )تعريف الظل (
جـاهـ

 
ظاهـ =

                                                                        )التعوي�س عن قيم جاهـ، جتاهـ(       
 
  =        

15                                                                          )تب�شيط(
1  =        

                                                           4 = 
جا هـ

1 قتاهـ =  

                                                                   15
4

 
= 

جتا هـ
1 قاهـ =  

 تدريب )1(

 اإذا كان قتا هـ = 5 ، فجد قيمة كلٍّ من: قاهـ ، جاهـ ، جتاهـ، ظاهـ . 

15
4
4
1
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¢SOΩ

Ü
`L
`g

CG

¢U

ال�شكل )9-4(.

يمكن ح�شاب الن�شب المثلثية با�شتعمال اأي دائرة اأخرى غير دائرة الوحدة بالاعتماد على 
ت�شابه المثلثات، انظر ال�شكل الاآتي )لماذا يت�شابه المثلثان د ب م ، اأ جـ م؟(

ينتج من ت�شابه المثلثين اأن الن�شب بين اأطوال الاأ�شلاع المتناظرة مت�شاوية.
اأي اأن:

م ب = جتاهـ، 
م د م جـ = 

م اأ ب م = جاهـ ، 
ب د جـ م = 

جـ اأ

وبالاإمكان ح�شاب باقي الن�شب المثلثية بالاعتماد على قيم جاهـ و جتا هـ.

     مثال )2(

اإذا كان  �شلع الانتهاء لزاوية قيا�شها هـ يمر بالنقطة )3 ، 4(  
اح�شب قيمة كلٍّ من:  جاهـ، جتاهـ، ظاهـ، ظتاهـ، قاهـ، قتاهـ.

الحل 
  4

3 �س  = 
�س 3          ظتا هـ = 

4 �س = 
�س ظا هـ  = 

لكن لح�شاب باقي الن�شب المثلثية يلزم معرفة ن�شف قطر الدائرة، 
الدائرة التي مركزها )0،0( يُح�شب طول ن�شف القطر با�شتخدام معادلة الدائرة 

�س2+ �س2 = ر2                                                                                                       )�س= 3 ، �س=4 من اإحداثيي النقطة(

¢S`g
(0,0)

(4,3)

¢U

ال�شكل )10-4(.
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 تدريب )2(

 اإذا كان �شلع الانتهاء لزاوية قيا�شها هـ  يمر بالنقطة ) 5 ،12( ، اح�شب قيمة كلٍ من :جاهـ، 
جتاهـ، ظاهـ، ظتاهـ، قاهـ، قتاهـ. 

)3( 2 + ) 4(2 = 25                                                                     ) تعوي�س قيم �س=3 و �س=4(
ر = ± 5                                                                                         )ر= -5 مرفو�شة لماذا؟( 

ر = 5
3    )تعوي�س قيم �س، �س، ر( 

5
5   ،  قا هـ =  

3
4   ، جتا هـ =  

5
5  ،  قتا هـ =  

4
جا هـ = 

) لماذا اأُهملت جميع القيم ال�شالبة؟ (

الربع  في  القيا�شي  و�شعها  في  للزاوية  الانتهاء  �شلع  وقع  اإذا  المثلثية  الن�شب  اإيجاد  تعلمت 
الاأول وبالاإمكان ح�شاب الن�شب المثلثية للزوايا التي يقع �شلع الانتهاء لها في الو�شع القيا�شي في  
الاأرباع الاأخرى بالاعتماد على ما يعرف بõاájh الªرL™، وال�شكل )4-11( يو�شح زاوية المرجع 

للزاوية هـ في الاأرباع جميعها.

∞jر©J
ت�شمّى الزاوية ا◊ادّة المح�شورة بÚ �شلع انتهاء الزاوية هـ وور ال�شينات زاويةَ المرجع للزاوية هـ 

. ويرمز لقيا�شها بالرمز هـ́
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ال�شكل )11-4(.

¢SÉL
ÖLƒe

ÖLƒe ÖLƒe

ÖLƒe¢SÉàb

¢SÉb

¢SÉàL
¢SÉàX
¢SÉX

πc

ال�شكل )12-4(.

الذي  للربع  بالن�شبة  المثلثية  الن�شب  اإ�شارة  تحدد  التي  العلاقة  ولاحظ   )12-4  ( ال�شكل  انظر 
يوجد فيه �شلع انتهاء زاوية في و�شعها القيا�شي، حيث يمكن ا�شتنتاج اأنّ:

جا )- �س( =  - جا�س          جتا )- �س( = جتا �س          ظا )– �س( =  - ظا �س

¢S

¢U

¢S

¢U

`g `gǹ g

(¢U,¢S)

ǹ g = `g`g-5180 = ǹ g

(¢U,¢S)(¢U,¢S-)

¢S

¢U

5180-`g = ǹ g

(¢U-,¢S)

(¢U,¢S)

ǹ g

`g-5360 = ǹ g

¢U

¢S
ǹ g

(¢U,¢S)

(¢U-  ,¢S-)
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     مثال )3(

دون ا�شتخدام الاآلة الحا�شبة، جد قيمة كل مما ياأتي: 
 1(  جتا240˚            2(  جا330˚          3 ( ظا 135˚         4( جا 870˚

الحل
جتا 240˚ =  - جتا )240˚-180˚(  )1
                           =  - جتا )60˚( = - 0.5 

انظر ال�شكل )4-13/ اأ (

¢S

¢U

¢S

¢U

¢S
5135

5870530

560

5240

5330
530

545

¢U

¢S

¢U

¢S

¢U

¢S

¢U

¢S
5135

5870530

560

5240

5330
530

545

¢U

¢S

¢U

¢S

¢U

¢S

¢U

¢S
5135

5870530

560

5240

5330
530

545

¢U

¢S

¢U

ال�شكل )4-13/ اأ(.

ال�شكل )4-13/ ب(.

ال�شكل )4-13/ جـ(.

جا 330˚  =  - جا )360˚- 330˚(   )2
                           =  - جا )30˚( =  - 0.5

انظر ال�شكل )4-13/ ب(

ظا 135˚  =  - ظا )180˚-135˚(  )3
                           =  - ظا )45˚( =  -1 

انظر ال�شكل )4-13/ جـ(
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¢ûbاfh ر qµa

¢S

¢U

¢S

¢U

¢S
5135

5870530

560

5240

5330
530

545

¢U

¢S

¢U

ال�شكل )4-13/ د(.

 تدريب )3(

دون ا�شتخدام الاآلة الحا�شبة ، جد قيمة ما ياأتي: 
6           3( ظتا 300˚

π 3 3        2( جتا 
π11 قا   )1  

 )جتا2هـ + جا2هـ( كلw على طريقتها: 
) جا2هـ(

 
1(  قامت طالبتان بتب�شيط المقدار

جـا2هـ = ظا2هـ  +1 = قا2هـ
جـا2هـ جتـا2هـ   + 

جـا2هـ
 
كتبت الاأولى: 

                           
1    = جا2هـ 

جـا2هـ   =
 )جتا2هـ + جا2هـ( 

) جا2هـ( كتبت الثانية:  

اأي ا◊لÚَّ �شحيح؟ برّر اإجابتك .

جا 870˚  = جا ) 870˚- 720˚(   )4
                           = جا 150˚

                           = جا )180˚- 150˚(                                                                                                                          
                           = جا )30˚(= 0.5

انظر ال�شكل )4-13/ د(

 ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا ∂Jاeƒ∏©Ÿ ∞°VCا
ت�شمى  العلاقات 

جا2 هـ + جتا2هـ =1
 ظا2 هـ +1 = قا2 هـ     

 ظتا2 هـ +1 = قتا2 هـ
متطابقات فيثاغور�س )لماذا؟(
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2(  اإذا كـــان �شلع الانتهـــاء للزاويــــة هـ في الو�شع القيا�شي يقع في الربع الثاني، وكان 
3  ، جِدْ  جاهـ، ظاهـ.

1- جتاهـ = 
قام ها�شم بحل الم�شاألة بالطريقة الاآتية:

فر�س اأن هـ́ هي زاوية المرجع للزاوية هـ 
 3

1 اإذن جتا هـ́ = - جتاهـ = 
ر�شم المثلث القائم المجاور، وبا�شتخدام نظرية فيثاغور�س  

، 8
 
ح�شب طول ال�شلع المجاور للزاوية هـ́  هو
وقال: بما اأن هـ زاوية في الربع الثاني  اإذن:

 ، 3
8

 
جا هـ = جا هـ́  = 

. 1
8

 
ظا هـ = - ظا هـ́  =  

ما راأيك في طريقة ها�شم في حل هذه الم�شاألة؟ 

¢S

¢U

1

3
8 -
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    تمارين و مسائل

اح�شب قيمة كلٍّ مما ياأتي:  )1
3     ؛      270˚> هـ > 360˚

1 جاهـ اإذا علمت اأن جتاهـ =  اأ   ( 

7       ؛      180˚ > هـ > 270˚
2- قاهـ اإذا علمت اأن جاهـ =  ب( 

ظاهـ اإذا علمت اأن ظتاهـ = 2          ؛    180˚  > هـ > 270˚   جـ( 

3    ؛   0> هـ > 90˚
4 جاهـ ، جتاهـ  اإذا علمت اأن  ظا هـ =  د  ( 

اأثبت ما ياأتي:   )2
 اأ  ( ظا2هـ +1  = قا2هـ 

ب( ظتا2هـ +1 = قتا2هـ 

دون ا�شتخدام الاآلة الحا�شبة، جد قيمة كُلٍّ مما ياأتي:   )3
جا 300˚        ب( جتا 225˚      اأ   ( 

3
π8-

 
4            د  ( قا

π15 جـ(  ظا 

عبر عن المقادير الاآتية با�شتخدام ن�شب مثلثية اأخرى:   )4
2 - هـ( 

 π اأ   ( جا) 

2 - هـ(
 π ب( جتا ) 

2 - هـ( 
 π جـ( ظا ) 

د  ( قتا ) 180˚+ هـ (
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هـ ( ظتا )360˚ - هـ ( 
و  ( جتا )π – هـ(

حُلّ الم�شاألة الواردة في بداية الدر�س.      )5
   

ط كلاًّ من المقادير الاآتية : ب�شِّ  )6 

ظتا هـ
قتا هـ جا هـ اأ  ( 

  × ) 1- جتا2هـ(
جا هـ
قا هـ ب( 

جا)-هـ( +1  
1- 2

 π جتا 
 جـ( 

6 ، حيث: 
π ن يعبر عن مبيعات اأحد الم�شانع المنتجة للع�شير بالعلاقة �س= 13+5.5 جتا   )7

�س عدد العلب بالمئات، ن الزمن بالاأ�شابيع، اح�شب عدد العلب بعد مرور 6 اأ�شابيع.

هذه  من  المبيعـات  اأن  وجد  ال�شوق  في  عر�شها  وعند  ما  �شلعة  باإنتاج  الم�شانع  اأحد  قام   )8
ال�شهـر       ترتيب  ن  حيث:   ، 6

πن 61.7جا  +  72.4 �س=  الاآتية:  المعادلة  تتبع  ال�شلعـــة 
)كانون ثاني=1، �شباط=2 وهكذا(، و �س تمثل عدد القطع بالاآلاف.

اح�شب المبيعات في الاأ�شهر )ني�شان، حزيران ،ت�شرين اأول، كانون اأول( واأي الاأ�شهر 
ها ) برر اإجابتك(.     تكون فيها المبيعات نف�شُ
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äاLاàæال                     
• تر�شم منحنى اقتران كل من الجيب، جيب التمام ، والظل يدويًّا وبا�شتخدام الحا�شوب.

• تجد المجال والمدى والدورة وال�شعة لاقتران مثلثي )اإن اأمكن(.
• ت�شف �شلوك منحنى الاقترانات المثلثية تحت تاأثير التحويلات )الان�شحاب الراأ�شي والاأفقي(.

اقترانات )الجيب،جيب التمام،الظل(
Sine,Cosine and Tangent Functions

الفصل الثالث

ال�شكل المجاور يبÚ التخطيط الناœ عن جهاز 
لقيا�س نب�شات القلب، والر�شم الموجود ي�شبه اإلى 
وبذلك  المثلثية.  الاقترانات  ر�شومات  كبير  حد 

يت�شح  ارتباطها با◊ياة العملية.

تعتبر الاقترانات المثلثية مثالًا على نوع من الاقترانات التي تُعرف با’àbراfاä الájQhó )اقترانات 
تكرر نف�شها كل دورة معينة(.

     مثال )1(

 ]π2 ،0 [   ار�شم منحنى الاقتران ق)�س( = جا�س حيث �س 

الحل
لر�شم منحنى الاقتران ق)�س( = جا�س على الفترة ] π2 ،0 [، نـكون جدولًا يحوي قيمًا للمتغير 

�س ثم نجد قيم ق)�س( المقابلة بتعوي�س قيم �س في الاقتران ق)�س(:

04  �س
 π

2
 π

4
 π3π4

 π5
2

 π3
4

 π7π2

0-0.7-1-00.710.700.7جا�س 

ا÷دول )1-4(.
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بعد ذلك نعين النقط )�س ، جا�س( الناتجة في الم�شتوى البياني ون�شلها بخطٍّ منحنٍ اأمل�س فنح�شل 
على ال�شكل الاآتي: 

¢U

¢S0
1

1-

     2

     2-

ال�شكل )14-4(.

 تدريب )1(

.] π2 ، π2-[ ار�شم منحنى الاقتران ق)�س( = جتا�س على الفترة 

ال�شكل )15-4(.

    مثال )2(

.]π4 ،0 [ ار�شم منحنى الاقتران ق)�س( = جا�س على الفترة

الحل
ال�شابقة  الخطوات  نطبق 

فينتج ال�شكل الاآتي:
يكرر  الاقتران  اأن  لاحظ 
لذلك   ˚360 كل  نف�شه 

�شُمي اàbراkfا vjQhOا. 

¢S

¢U

0

1

0^5

0^5-
1-

ه وبذلك يكون لها  لاحظ اأن الزوايا )�س+ 2ن× π(، حيث ن عدد �شحيح، لها �شلع الانتهاء نف�شُ
نف�س الن�شب المثلثية للزاوية �س .
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    ∞jر©J
اأ عدد ثابت، فاإن ق يُ�شمى اقترانًا  اأ ( = ق)�س( لكل �س في ‹ال ق حيث  اإذا كان ق)�س + 

دوريًّا، وتُ�شمى اأ�شغر قيمة حقيقية موجبة للعدد  اأ  التي –قق المعادلة ال�شابقة nIQhO ا’Îbان ¥.

لاحظ اأن الاقتران جا�س يمكن كتابته على ال�شورة ق)�س(= جا)�س+π2(  فهو يكرر نف�شه كل
.π2و دورته π2

    ∞jر©J
اأعلى قيمة للاقتران واأ�شغر قيمة للاقتران   Úالفرق ب فاإن  اإذا كان ق)�س( اقترانًا دوريًّا دودًا 

مق�شومة على 2، ي�شمى �شعة الاقتران، اأي اأنّ: 

2
اأكبر قيمة للاقترن ق - اأدنى قيمة للاقتران ق

ال�شعة = 

jhف†°ل Ñbل º°SQ اæe …Cحàb’ ≈æران QhO… اéjEاO الh IQhó الá©°ù لùà°اº°SQ »a óY ا’àbران.

    مثال )3(

جد �شعة الاقتران ق)�س(= 2 جا�س.
الحل

بما اأنّ اأكبر قيمة للاقتران )جا�س( هي 1 فاإنّ اأكبر قيمة للاقتران ق)�س( =2جا�س هي:
2 = 1 ×2

واأ�شغر قيمة للاقتران )جا�س( هي -1 فاإنّ اأ�شغر قيمـة للاقـتران ق)�س( = 2جا�س هي:
 2- = 1- ×2

 2 =  4
2   = 

)2-( -2
2 وبذلك ت�شبح ال�شعة = 
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    مثال )٤(

�س .
2  اح�شب دورة الاقتران �س = 3 جتا 

الحل
 + 2نπ (. فاإنّ:       

�س
2 �س  = جتا ) 

2  بما اأن جتا 

�س                                   )توحيد مقامات الزاوية(
2  =3 جتا

�س+ π4 ن
2                    �س= 3 جتا 

.π4 س  كل�
2 اإذن تتكرر كل قيمة من قيم �س = 3 جتا 

.π4 اإذن، دورة الاقتران
يمكن ح�شاب دورة الاقتران ال�شابق بطريقة مختلفة كما ياأتي:

  > π2                                                                                           ) �شرب المتباينة بـالعدد 2( 
�س
2   < 0

 .π4 =0 – π4 = فتكون دورة الاقتران ، π4 <  0 >  �س
ب�شكل عام يمكن تحديد دورة الاقتران وال�شعة كما ياأتي:

اأ≠�شفرًا،  حيث  �س+جـ(  اأ×جتا)ب   = ق)�س(  ،اأو  جـ(  �س+  ب  ×جا)  اأ   = ق)�س(  كان  اإذا 
|ب|  ،  ال�شعة = | اأ |.

 π2 ب≠�شفرًا فاإنّ الدورة = 

    مثال )5(

.) 2
 π جد الدورة وال�شعة للاقتران  ق)�س( = 2 جتا )�س+ 

الحل
.π2 = 

|1|
 π2 |ب| =  

 π2  ال�شعة = |2| = 2 ،  الدورة = 

 تدريب )2(

. ) 2
 π �س + 

2 جد دورة و�شعة الاقتران  ق)�س( = 5 جا )
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    مثال )6(

) 2
 π3 ، 2

 π  ار�شم منحنى الاقتران ق)�س( = ظا�س، على الفترة )- 
الحل

لر�شم منحنى اقتران الظل نكون الجدول الاآتي، حيث ناأخذ قيمًا لـلمتغير �س ثم نجد قيم ق)�س( 
المقابلة لها بتعوي�س قيم �س في الاقتران ق)�س(. 

2�س
 π-

3
 π-

4
 π-04

 π
3

 π
2

 π
4

 π3π4
 π5

2
 π4

2
 π3

غير ق)�س(
غير 011.7-1-1.7معرّف

غير 011.7-1معرّف
معرّف

2 وم�شاعفاتها، ثم نعين النقاط 
 π 2 و

  π3 نر�شم ما يعرف بالمحاذي العمودي للر�شم عند كل من
في الم�شتوى البياني ثم ن�شل بخطٍّ منحنٍ اأمل�س فيتنج ال�شكل الاآتي:

ال�شكل )16-4(.

¢S

¢U

0
1

     2

     1-

     2-

انظر الجدول الاآتي: 2
 π لمعرفة �شلوك منحنى اقتران الظل عندما تقترب الزاوية من 

89.992˚89.9˚89.8˚89.6˚89.3˚89˚�س
 π

غير 57.2981.85143.24286.48572.9657029.58ظا�س
معرّف
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نشاط

با�شتخدام برمجية اإك�شل ار�شم منحنى الاقتران ق)�س(= جا�س ، 0˚ > �س  > 360˚. 
الاأ�شا�شية وما  الزوايا  التي تمثل  البيانات  باإدخال  A1 ونقوم  الخلية  الموؤ�شر في  ن�شع   )1 

.)A(يقابلها في الاأرباع الاأربعة في العمود الاأول
فتظهر القيم في العمود )A( كما هو مو�شح في ال�شكل )17-4(.

ال�شكل )17-4(.

التقدير  اإلى  ال�شتيني  القيا�س  التحويل من  قاعدة  B1. واكتب  الخلية  الموؤ�شر في  �شع   )2
=(A1*22/7)/180  الدائري على ال�شورة

 Enter كما في ال�شكل )4-18(. ثم ا�شغط

ال�شكل )18-4(.
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ا�شحب الموؤ�شر على جميع الخلايا التي كتبتها ليظهر لك مجموعة القيم في العمود   )3 
B. كما في ال�شكل )19-4(. 

�شع الموؤ�شــر في الخلية C1 ، ومن تبويبة ال�شيغ )Formulas(، اختر )اإدراج( دالة،   )4 
فيظهر لك �شندوق حوار اإدراج كما في ال�شكل)20-4(.

ال�شكل )20-4(.

ال�شكل )19-4(.
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في  كما  الدالة  حوار  �شندوق  لك  يظهر  موافق،  على  وانقر   )SIN( الدالة  اختر   )5 
ال�شكل)4-20(، اكتب B1 في م�شتطيل )Number(، كما في ال�شكل )21-4(.

ا�شحب الموؤ�شر على جميع الخلايا التي كتبتها ليظهر لك مجموعة القيم في العمود   )6 
C. كما في ال�شكل)22-4(

ظلل العمودين A، C ثم اختر من تبويبة اإدراج مجموعة مخططات نوع المخطط،   )7 
)LINE( ثم اختر من الاأ�شكال ال�شكل  �س، �س مبعثر)xy-Scatter(  ثم اختر نوع 

ال�شكل )21-4(.

ال�شكل )22-4(.
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اختر موافق ليظهر لك ر�شم منحنى الاقتران:  )8
         ق)�س(= جا �س حيث 0˚ > �س > 360˚  كما في ال�شكل)4- 24(.

ال�شكل )23-4(.

ال�شكل )24-4(.

 تدريب )3(

ا�شتخدم برمجية اإك�شل لر�شم منحنى كلٍّ من الاقترانات الاآتية:
]π2 ، 0[ 1( ق)�س( = جتا �س على الفترة

]π2 ، 0[  2( هـ)�س( = 2جتا �س ، �س
]π2 ، 0[  2 جتا �س ، �س

1 3( هـ)�س( = 

المنحنى كما في ال�شكل  )23-4(.
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     مثال )٧(

] 2
 π  ،  2

  π- [  وجد الدورة وال�شعة له، �س ) π + ار�شم منحنى ق)�س( = جا )2�س 
الحل

.π = 2
 π2 |ب| =  

 π2  ال�شعة = | اأ | = 1 ،  الدورة = 
1( كوّن جدولًا بقيم �س ، ق)�س( 

2�س
 π-

4
 π-4�شفر

 π
2

 π

0-0101ق)�س(
الم�شتوى  في  ع∏يها   â∏شüM التي  النقاط  عين   )2
لْ بينها بخطٍّ منحنٍ اأمل�س كما في  البياني، ثم �شِ

ال�شكل الاآتي:

 تدريب )٤(

ار�شم منحنى كلٍّ من الاقترانات الاآتية وجد الدورة وال�شعة لكلٍّ منها:
]π ، 0[  1( ق)�س( = 3جتا 2�س ، �س

]π4 ، 0[  س ، �س�
2 2( ل)�س( = جتا 

] 2
 π3 ،  2

  π- [  2 ( ، �س
 π 3( هـ)�س( = 2جتا )�س + 

¢U

¢S0
1

1-

     2

     2-
ال�شكل )25-4(.

] 2
 π  ،  2

  π-[  س� ،)π + كيف تتوقع اأن يكون �شكل منحنى ل)�س( = 2جا)2�س
¢ûbاfh ر qµa

¢ûbاfh ر qµa
ماذا تلاحظ من خلال حلك لتدريب )3(؟ ناق�س مع زملائك ما تو�شلت اإليه.



185

جد الدورة و ال�سعة لكلٍّ من القترانات الآتية:  )1
       ) 2

 π3   اأ  (  ل)�س( = 5- 3 جا )�س - 
)π + ب(  هـ)�س( = 1+ 4 جا )3�س

جـ(  ك)�س( = 2 جتا 3 �س 
ار�سم منحنى القترانات الآتية ثم قارن منحنى كلٍّ منها بمنحنى القتران جا�س اأو جتا�س:  )2  

  ] 3
 π2 ق)�س( = 2+ جا 3 �س          ,   �س   ]0 ,   اأ   ( 

]π , π -[   س�   ,           )π+ل)�س( = جتا )�س  ب( 
  ]π2 , 0[   و)�س(  = 2 جا�س                  ,   �س جـ( 

]π2 , 0[   د (   هـ)�س( = 4 جا2�س                ,   �س 
]0 , π -[   س�   ,       )π2+هـ(   ك)�س( = جا )2�س
]π5 , π[   س�   ,   ) π

2  - 
�س
2  جا )

5
 2 و (  ع)�س( = 

           ) π
2 ار�سم منحنى كل من القترانين ق )�س( = - جتا�س , ل) �س( = - جتا )�س-    )3  

على الم�ستوى البياني نف�سه واكتب ا�ستنتاجاتك مع التبرير.
الجدول الآتي يو�سح معدل ما دفعته اأ�سرة اأردنية ثمنًا لفواتير الكهرباء في اإحدى ال�سنوات   )4  

مقربًا لأقرب دينار اأردنيّ:

كانون ال�سهر
ت�شريناأيلولاآبتموزحزيراناآيارني�ساناآذار�شباطثاني

اأول
ت�شرين
ثاني

كانون
اأول

فاتورة 
303229242015141517212528الكهرباء

منحنٍ  بخطٍّ  بينها  البياني و�شل  الم�شتوى  في  الكهرباء(  فاتورة  ال�شهر،   ( الجدول  نقاط  مثل 
اأمل�س, ثم اقترح اقتراناً يعتمد على اقتران الجيب بحيث يكون ر�سمه البياني ي�سبه الر�سم الناتج. 

    تمارين و مسائل
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معتمـدًا علـى ال�شــكـل )4-26( اكـتب رمــز المنحـنى الـذي يُمثّل كـل اقـتران فـي الفـترة    )5
]π2 ، 0[ في ما ياأتي:

¢U
CG

Ü
`L

¢S
1
12

1-

     2

3

     2-

     3-

12

2 جا �س    ،   رمز المنحى هو ..........
1 ق )�س( =   اأ   ( 

ب )�س( =  3جا �س      ،   رمز المنحى هو .......... ب( 
هـ )�س( =  جا�س          ،   رمز المنحى هو .......... جـ( 

ال�شكل )26-4(.
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äاLاàæال                     
• تحلل متطابقات مثلثية ت�شمل مجموع زاويتين والفرق بينهما، وتبرهنها.

• تحلل وتبرهن متطابقات مثلثية جبريًّا )ت�شمل �شعف الزاوية ون�شفها(.
• تحل  معادلة مثلثية من الدرجة الاأولى والثانية.

المعادلات والمتطابقات المثلثية
Trigonometric Identities and Equations

الفصل الرابع

يـمر تيار كهربائي متردد في اإحدى الدارات الكهربائية، 
75˚ن،   جــا   7  = ت  بالعـلاقـــة  ت   التيــار  ويـعطــى 

حيث: ن الزمن بالثواني، وقيا�س الزاوية بالدرجات.
هل ت�شتطيع كتابة العلاقة ال�شابقة بطريقة اأخرى؟ 

ت�شتخـدم في مثل هذه الحالة متطابقات مجمـوع زاويتين )الفرق بينهمـا( لاإيجـاد قيم الن�شب 
اإذا  اأو الفرق بينهما،  المثلثية عند بع�س الزوايا التي يمكن كتابتها على �شكل حا�شل جمع زاويتين 

عُلمت الن�شب المثلثية لكلٍّ منها.

اإذا كان اأ ، ب  قيا�شين لزاويتين فاإنّ:
جتا ) اأ - ب ( = جتا اأجتا ب + جا اأ جا ب( 1
جتا )اأ + ب( = جتا اأ جتا ب – جا اأ جا ب( 2
جا) اأ + ب( = جا اأجتا ب + جا ب جتا اأ( 3
جا ) اأ - ب ( = جا اأجتا ب -  جا ب جتا اأ( 4
1 + ظا اأ ظاب( 5

ظا اأ - ظاب
 
ظا ) اأ - ب(   =  

1 - ظا اأ ظاب( 6
ظا اأ + ظاب

 
ظا ) اأ + ب(   = 

Trigonometric Identities (1)أولاً: المتطابقات المثلثية (١)   
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البرهان

برهان الفرع )1(
افتر�س اأنّ زاويتين قيا�شهما اأ  و  ب  في دائرة الوحدة 

كما في ال�شكل )4-24( فاإنّ: 

ال�شكل )24-4(.

) جـ د(2  = )جتا ب – جتا اأ (2 + ) جاب - جا اأ (2                     )قانون الم�شافة بين نقطتين(
              = جتا2ب – 2 جتا ب جتااأ + جتا2 اأ+ جا2ب - 2جا اأجاب +جا2 اأ     ) فك الاأقوا�س (

              = )جتا2 اأ +جا2 اأ(+ )جا2ب + جتا2ب( -2 جتاب جتا اأ- 2 جا اأجاب  )تجميع حدود (
              = 2 – 2 جتاب جتا اأ - 2 جا اأجاب ........)1(        )جا2هـ+جتا2هـ=1(

)جـ د(2  = )م جـ(2+ )م د(2 – 2 ) م جـ (× )م د( ×جتا )اأ- ب( )ا�شتخدام قانون جيب التمام(     
              =  1  +1 - )2× 1 × 1× جتا )اأ- ب((                      )م جـ = م د = 1 اأن�شاف اأقطار ( 

              =  2  -  2 جتا )اأ- ب( .............................) 2( 
من المعادلتين )1( و )2( ينتج :

 2 – 2 جتا )اأ - ب(= 2-2 جتاب جتا اأ - 2 جا اأجاب             ) طرح 2 من الطرفين(
     -2 جتا )اأ - ب( = - 2 جتا ب جتا اأ -2جااأ جاب                ) الق�شمة على-2 (

ومن ذلك ينتج اأن : جتا )اأ- ب( = جتا اأجتاب + جا اأ جا ب

اأ - ب
دجـ

اأ
م

)جتا اأ ، جا اأ ()جتا ب ، جا ب(

ب
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     مثال )1(

 اأثبت اأنّ جتا )اأ+ب(= جتا اأ جتاب - جاب جا اأ
الحل

لاإثبات المتطابقات نبداأ من الطرف الاأيمن لن�شل اإلى الطرف الاأي�شر )اأو بالعك�س(. 
الطرف الاأيمن:جتا )اأ + ب( =جتا )اأ- )- ب((                              )كتابة اأ+ب على �شورة اأ -  -ب(

 = جتا اأجتا )- ب( + جا اأ جا )- ب(                      ) متطابقة )1((
= جتا اأ جتاب + جا اأ ×)- جاب(              )جتا )– �س (= جتا �س، جا )– �س(= - جا �س(

= جتا اأجتا ب - جا اأ جا ب                                     
وبذلك نكون ح�شلنا على الطرف الاأي�شر.

     مثال )2(

اأثبت اأنّ جا )اأ+ ب( = جا اأ جتاب + جا ب جتا اأ 
الحل

 الطرف الاأيمن = جا) اأ+ ب( 
π -اأ( - ب(                            )جيب الزاوية = جيب تمام متممتها(

2 π - )اأ+ب( ( = جتا ))
2 جتا ) 

 - اأ( جاب  )المتطابقة )1(( 
π
2 - اأ( جتا ب + جا) π

2 = جتا )
= جا اأجتا ب +جاب جتا اأ                       )جيب الزاوية = جيب تمام متممتها(

= الطرف الاأي�شر

 تدريب )1(

اأثبت اأنّ    1( جا )π + �س( = - جا �س  
2 - �س ( = - جتا �س 

 π3 2( جا ) 
3( جتا ) π- �س( = - جتا�س 
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     مثال )3(

دون ا�شتخدام الاآلة الحا�شبة اح�شب قيمة كلٍّ مما ياأتي، اإذا علمت اأنّ:
جا 30 = جتا60˚ = 0.5  ،   جتا30˚ = جا60˚ = 0.87    ،    جا45˚ = جتا45˚ = 0.7

جتا 105˚              2( جا 75˚    )1  
 3 ( ظا 15˚                  4( جتا24˚جتا 36˚ - جا 24˚جا36˚

الحل
جتا )105˚( = جتا )60˚+45˚( = جتا 60˚جتا45˚ - جا60˚جا45˚  )المتطابقة )2((  )1

0.259 - =0.609- 0.35 =0.7 × 0.87 – 0.7 × 0.5 =             
                                                                                                   )تعوي�س القيم( 

جا ) 75˚(   = جا) 45˚+ 30˚(                                           )75˚ =45˚+30˚(                               )2
             = جا 45˚ جتا 30˚ + جا 30˚ جتا 45˚               ) المتطابقة )3((  

0.959= 0.35+ 0.609 = 0.7 × 0.5  +   0.87 × 0.7 =                             
 ) تعوي�س القيم(

ظا 15˚= ظا ) 60˚- 45˚(                                                 )15˚=60˚-45˚(  )3

1 + ظا60˚× ظا45˚                                                     ) المتطابقة )5((       
ظا60˚ - ظا45˚

  
 =            

2.74                                             ) تعوي�س القيم(
0.74   = 1 * 1.74 + 1

1 - 1.74
 =

                   = 0.27                                                             )تب�شيط(
4( جتا24˚جتا36˚ - جا 24˚جا36˚ = جتا )36˚+24˚(                ) المتطابقة )2((

= جتا60˚                            )تب�شيط(
= 0.5                                         ) تعوي�س(
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 تدريب )2(

اح�شب قيمة كلٍّ مما ياأتي دون ا�شتخدام الاآلة الحا�شبة: 
 1( جتا 70˚جتا 25˚ + جا 70˚جا25˚

 2( جتا 75˚       
3( ظا 105˚

     مثال )٤(

 اإذا كان جا اأ = 0.4،جتا ب = -0.3 حيث: 0˚ > اأ > 90˚ ، 90˚ > ب > 180˚
اح�شب قيمة كل مما ياأتي:

1(  جا ) اأ + ب(           
2(  جتا ) اأ - ب( 

الحل
نجد جتا اأ  با�شتخدام  المتطابقة  جا2 اأ + جتا2 اأ = 1 

)0.4(2 +جتا2 اأ = 1                                                                           ) تعوي�س جااأ =0.4(
                جتا2 اأ = 1 -0.16                                                              ) طرح 0.16من الطرفين(

                          = 0.84                                                                     )ناأخذ الجذر للطرفين(
                 جتا اأ  = 0.91                                                                    )لاأنَّ اأ في الربع الاأول(     

نجد جا ب با�شتخدام المتطابقة جا2ب + جتا2ب = 1 
جا2 ب + )-0.3(2=1                                                                       ) تعوي�س جتا ب =-0.3(
جا2ب = 1- 0.09                                                                                ) طرح 0.09 من الطرفين(

جا2ب = 0.91                                                                                   ) ناأخذ الجذر للطرفين(
جا ب  =  0.95                                                                                   ) ب في الربع الثاني ( 

يمكن الاآن ح�شاب المطلوب بتعوي�س القيم المعطاة والمح�شوبة:
جا )اأ + ب ( = جا اأجتاب + جاب جتا اأ                                       ) المتطابقة )3((   )1
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                   = 0.4×-0.3+ 0.95× 0.91                                               ) تعوي�س القيم(  
                  = )-0.12+ 0.86(                                                           )تب�شيط (

   0.74 =                  
جتا )اأ- ب( = جتا اأ جتا ب + جا اأجا ب                                                   )المتطابقة )1((  )2  
                  = 0.91×- 0.3+ 0.4 × 0.95                                         ) تعوي�س القيم(

                  =  -0.27   + 0.38                                                           ) تب�شيط(
0.11 =                  

 تدريب )3(

    ،  180˚> �س> 270˚  
3
5   اإذا كان جا�س = - 

13          ،  180˚> �س> 270˚  
12 جتا �س= - 

فاح�شب قيمة كلٍّ مما ياأتي:
جا )�س- �س(             )1 

جتا )�س+�س(      )2 
ظا )�س- �س(  )3

1 )2
�س - �س جتا 

 2
�س + �س جا�س + جا �س = 2 جا 

2 )2
�س - �س  جا

 2
�س + �س جا�س – جا �س = 2 جتا

3 ) 2
�س - �س  جتا

 2
�س + �س جتا�س + جتا �س = 2جتا

4 )2
�س - �س   جا 

 2
�س + �س جتا�س – جتا�س = -2 جا

نحتاج اأحياناً اأن نكتب الجيب وجيب التمام لزاويتين كحا�شل �شرب وهذه المتطابقات 
تجعل العمليات الح�شابية �شهلة، والنظرية الاآتية ت�شتخدم حا�شل �شرب الجيب وجيب التمام 

لحا�شل جمع جيبين اأو جيبي تمام:
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2
�س - �س 2 جتا

�س + �س لبرهنة المتطابقة الاأولى جا�س + جا �س = 2 جا

          2
�س + �س نفر�س اأن : �س = اأ + ب                       اأ   = 

2           ) لماذا؟(
�س - �س                   �س = اأ – ب                      ب =

جا )اأ+ ب ( = جا اأ جتا ب + جاب جتا اأ.........)1(          ) المتطابقة )3((
جا ) اأ- ب( =  جا اأجتا ب - جتا اأ جا ب ........)2(          ) المتطابقة )4((

                    = 2 جا اأ جتاب                                                    ) جمع المعادلة )1( +)2( وتب�شيط(
2                )تعوي�س قيم اأ ، ب المح�شوبة (

�س - �س 2  جتا 
�س + �س جا �س + جا �س = 2 جا 

وهو المطلوب 

 تدريب )٤(

 اأثبت باقي اأجزاء المتطابقات في �شفحة 192.

 تدريب )5(

اأثبت اأنّ:
جتا�س جتا�س   = ظا �س + ظا �س 

جا)�س + �س(  )1

1 - ظا�س ظا�س
ظا�س - ظا�س جتا)�س + �س( = 

جا)�س - �س(   )2 
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     مثال )5(

 3
1

 
1 + ظا78˚ ظا48˚ =

ظا78˚ - ظا48˚  بيّن اأنّ:  
الحل

1 + ظا78˚ ظا48˚ = ظا )78˚- 48˚(     ) المتطابقة )5((
ظا78˚ - ظا48˚     نبداأ من الطرف الاأيمن 

                                      =  ظا)30˚(                                     ) تب�شيط(
3   الطرف الاأي�شر                          )تعوي�س(

1   =                                       

 تدريب )6(

 3  =
جتا15˚ -  جتا75˚ 

جا75˚ + جا15˚  اأثبت  اأنّ 

     مثال )6(

اأثبت �شحة المتطابقة : ظا ) 45˚ - جـ( × ظا )45˚ +جـ ( = 1  )جـ ≠45˚،225˚(
حيث 0˚ > جـ > 360 ˚

الحل
نبداأ بالطرف الاأيمن: ظا )45˚- جـ( × ظا ) 45˚+ جـ (

 1 - ظا45˚ ظاجـ                         ) المتطابقات)5 ، 6((
ظا45˚ + ظاجـ  1 + ظا45˚ ظاجـ  × 

ظا45˚ - ظاجـ  =        

1-ظاجـ                                                 ) تعوي�س ظا 45˚=1(
)1+ظاجـ( 1+ظاجـ × 

)1-ظاجـ(  =         
         = 1                                                                                        ) تب�شيط(  

      )الطرف الاأي�شر(                                
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    تمارين و مسائل
دون ا�شتخدام الاآلة الحا�شبة جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:   )1

 اأ  (   جتا50˚جتا10˚- جا50˚جا 10˚
ب(   جا 35˚جتا25˚+ جا 25˚جتا35˚

جـ(  –جا 75˚ جا 15˚ + جتا 75˚ جتا15˚
π
3 π جتا

6 π - جا
6 π جتا 

3  د (  جا

ب�شّط المقادير الاآتية:  )2
جتا2�س جا3�س -جتا3�س جا2�س اأ   (  

جا�س جتا2�س +جا2�س جتا�س  ب(  
جتا�س جتا3�س +جا�س جا3�س جـ( 

جا 3�س جتا�س – جتا 3�س جا�س   د ( 
جتا 7�س جتا 3�س – جا 7�س جا 3�س هـ ( 

 1 - ظا)�س-�س( ظا�س ، )ملاحظة:  ت�شتثنى الزوايا التي تجعل المقام �شفرًا اأو غير 
ظا)�س-�س( +ظا�س

  
و  (

معرّف(.

برهن �شحة كلٍّ مما ياأتي:   )3
جتا 3�س = جتا3�س – 3 جا2 �س جتا�س  اأ   (  

جا4�س +جا2�س = 2 جا3�س جتا�س  ب(  
)جتا�س+ جا�س(2 -  )جتا�س- جا�س(2 = 4جا�س جتا�س جـ( 

جا�س
جتا2�س

 
جا�س ( =

1 )1 - جا�س( ) 1 +  د  ( 

1+جا�س = 2ظا�س 
جتا�س

 
1-جا�س -

جتا�س
 
هـ (
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         π
4 ،�ص≠  π

4  = ظا )�ص + �ص (  ظا )�ص - �ص ( ، )�ص ≠  
 1 - ظا2�ص ظا2�ص 

ظا2�ص-ظا2�ص و ( 

، اأو ما يجعل المقام �صفرًا( π
4

اأو م�صاعفات 

)�ص ≠�ص(
ظا�ص- ظا�ص   

ظا�ص+ظا�ص جا)�ص-�ص(  = 
جا)�ص+�ص(

 
ز  (

[،برهن اأنّ :  2
π حيث اأ ، ب   ]0 ، 

  2
3 2  ،  جا ب = 

1 اأب جـ مثلث فيه جا اأ =   )4

جا جـ = 1 

11   فجد ظا ب. 
1 4  ، ظا اأ =  

π
اإذا كان قيا�ص  اأ + ب =   )5

اإذا كانت اأ، ب ، جـ زوايا مثلث فاأثبت اأنّ:   )6
ظا اأ + ظا ب + ظا جـ = ظا اأ ظاب ظا جـ 

جد مفكوك كلٍّ مما ياأتي:  )7
جا )اأ + ب + جـ ( اأ   (  

جتا )اأ + ب +جـ (  ب(  
ظا )اأ + ب + جـ(  جـ( 

حُلّ الم�صاألة الواردة في بداية الدر�ص اإذا علمت اأنّ الزمن 1 ثانية .  )8
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الماء   ïت�ش م�شخات  النوافير  ت�شتعمل 
اأقوا�شًا، ويعتمد م�شار  فت�شنع  بزوايا ددة 
فعندما  وزاويتـه؛   ïال�شـ �شرعة  على  الـماء 
وزاوية  ع  ب�شرعة  الهواء  في  الماء   ïش� يتم 
 Úالمعادلت فاإن  الاأفق  خط  مع  هـ  مقدارها 
اإليه  ي�شل  ارتفاع  اأق�شى  –ددان   Úالاآتيت

الـماء  ل،  والم�شافة الاأفقية د:

جـ                           
ع2جا2�س

جـ          د =  
ع2جا2�س

ل = 
جـ  ثابت ا÷اذبية الاأر�شية، اكتب الن�شبة بÚ  ل و  د  في اأب�شط �شورة.

اعتمادًا على المتطابقات في الدر�س ال�شابق يمكن التعبير عن جا2�س  ب�شورة اأخرى:
)2�س = �س + �س(       جا )2�س( = جا ) �س+�س (                      

)با�شتخدام متطابقة جيب مجموع زاويتين(                  = جا�س جتا�س +جتا�س جا�س      
) تجميع حدود مت�شابهة(                  = 2 جا�س جتا�س           

وهذا يمثل برهان الفرع )2( من المتطابقات الاآتية:

Trigonometric Identities (2)ثانيًا: المتطابقات المثلثية (٢)   

متطابقات �شعف الزاوية:
1(    جتا2�س =    جتا2 �س  - جا2 �س 

        1 – 2 جا2 �س 
                     2 جتا2 �س – 1 

2(   جا 2�س = 2 جا�س جتا �س

1- ظا2�س
2ظا�س

 
3(   ظا2�س  = 

ا�شتخدم  الاأ�شلوب نف�شه لبرهنة  فرعي )1(، )3(.
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     مثال )1(

 ، فجد قيمة كُلٍّ مم� ي�أتي:
π
2 2   : �صفر > �س> 

3  �إذ� علمت �أن ج��س = 
3( ظ�2�س 2( ج�2�س     جت�2�س     )1  

الحل 
) متط�بقة �صعف �لز�وية )1((     جت�2�س = 1- 2 ج�2 �س                 )1

) تعوي�س قيمة ج��س(                
2 2

3   × 2 – 1 =      

) تب�صيط(          1
9   = 8

9   -1 =  4
9   ×2 -1 =      

و لح�ص�ب ج�2�س يلزم �إيج�د جت� �س:  )2
) متط�بقة(  ج�2 �س + جت�2 �س  = 1                    

) تعوي�س قيمة ج��س(    + جت�2�س = 1                 
2 2

3  
)تب�صيط(            4      + جت�2 �س = 1                    

9
4 من �لطرفين( 

9 )طرح                                   5
9 جت�2�س = 

) ن�أخذ �لجذر للطرفين(                                   3
5 جت��س  =    

) �ل�ص�لب يُهمل لأن �لز�وية في �لربع �لأول(      3
5 جت��س  =  

) متط�بقة جيب �صعف �لز�وية( ج� 2�س = 2ج��س جت��س    

                                 3
5  × 

2
3 ج� 2�س = 2× 

9                                                )تب�صيط(                             
5  4 =             

جت�2�س                                 ) متط�بقة ظ��س(
ج�2�س

 
3(    لح�ص�ب ظ� 2�س =

5        )تعوي�س ثُمّ تب�صيط(  4 = 1
9  ÷  9

5  4 =                           
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 تدريب (١)

:øe xπ oc áª«b óéa , 2
 π3  >¢S >  

π
2  ,   1-

3  = ¢S ÉàL ¿CG âª∏Y GPEG 
 ¢S2 ÉàL (2      ¢S2ÉL (1     

 تدريب (٢)

.(˚15 2ÉàL) :áª«b óL áÑ°SÉëdG ádB’G ΩGóîà°SG ¿hO

     مثال (٢)

˚22^5 ÉàL˚22^5 ÉL  :áª«b óL áÑ°SÉëdG ádB’G ΩGóîà°SG ¿hO
πëdG

(ájhGõdG ∞©°V Ö«L á≤HÉ£àe )                                       ¢SÉàL ¢SÉL2 = ¢S2ÉL
(˚45 = 2 × ˚22^5 )                    ˚45 ÉL   1

2  =˚22^5 ÉàL˚22^5 ÉL

(§«°ùÑJ qºoK ¢†jƒ©J )                                 2 ×2
1  =    2

1   × 1
2  =

ájhGõdG ∞°üf äÉ≤HÉ£àe

  
¢S
2  2ÉL 2 = ¢SÉàL -1 É¡æeh       2

¢SÉàL-1
± =   

¢S
2  ÉL   (1

    
¢S
2  2ÉàL 2 = ¢SÉàL +1 É¡æeh    2

¢SÉàL+1
± =  

¢S
2  ÉàL   (2

¢SÉàL+1
¢SÉàL-1

 
 ±  =  

¢S
2  ÉX   (3



200

:ájhGõdG ∞°üf äÉ≤HÉ£àe øe (2) ´ôa äÉÑKEG
البرهان

(ΩÉªàdG Ö«éd ájhGõdG ∞©°V á≤HÉ£àe)               1 – ¢S2ÉàL 2 =  ¢S2ÉàL
(á≤HÉ£àªdG »a ¢S2 ∫óH ¢S ¢†jƒ©J)                   1-  

¢S
2  2ÉàL 2 =   ¢SÉàL

        (§«°ùÑJ)                                        2
¢SÉàL+1  = 

¢S
2  2ÉàL

( ø«aô£dG QòL)            Üƒ∏£ªdG ƒgh       2
¢SÉàL+1

  
 ± =   

¢S
2  ÉàL

     مثال (٣)

   `g
2  ÉàL óéa , 2

 π3  > `g > 
π
2    , 4

3  = `gÉX q¿CG âª∏Y GPEG
πëdG

(?GPÉªd) .»fÉãdG ™HôdG »a ™≤J   `g
2  q¿EÉa ådÉãdG ™HôdG »a ™≤J `g ¿CG ÉªH 

(ådÉãdG ™HôdG »a `g ájhGõdG ,Qƒ°ùµdG DƒaÉµJ )  3 - =¢S , 4 - =¢U  
¢U
¢S  =  4

3  = `gÉX
   (IôFGódG ádOÉ©e )                                                                2¢U + 2¢S  = 2Q

  (¢U ,¢S º«b ¢†jƒ©J )                                    2(4-) +  2(3 -) =    
(ø«aô£dG QòL)                                                                         5 =Q  

                                                   3
5  - = 

¢S
Q  = `gÉàL

(»fÉãdG ™HôdG »a 
`g
2  ájhGõdG q¿C’ áÑdÉ°S áª«≤dG)              2

`gÉàL+1  - =    `g
2  ÉàL

(§«°ùÑJ)        5
1 -  = 52

21 × - = 2
5 -13

 - =                 

 تدريب (٣)

  2
¢SÉàL-1

± =  
¢S
2  ÉL q¿CG âÑKCG 
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 تدريب (٤)

. 
¢S
2  ÉL áª«b óéa  , π > ¢S > π

2   ,   3
5  = ¢SÉL q¿CG âª∏Y GPEG 

     مثال (٤)

¢SÉàL+1
¢SÉL

 ± =  
¢S
2  ÉX q¿CG âÑKCG

πëdG
(π¶dG á≤HÉ£àe )                              

 
¢S
2  ÉàL
 
¢S
2 ÉL

 
=   

¢S
2

 ÉX     :øªjC’G ±ô£dG 

(ájhGõdG ∞°üf äÉ≤HÉ£àe ¢†jƒ©J)                          ¢SÉàL+1
¢SÉàL-1

± =

         (≥aGôªdÉH Üô°†dG)                 ¢SÉàL+1¢SÉàL+1
¢SÉàL-1¢SÉàL+1

× ± = 

¢SÉàL+1
¢SÉL

 ± = 2(¢SÉàL+1)
¢S2ÉL

± = 2(¢SÉàL+1)
¢S2ÉàL-1

± =

(ô°ùjC’G ±ô£dG) =  

 تدريب (٥)

¢SÉL
¢SÉàL-1

 ± = 
¢S
2  ÉX q¿CG âÑKG 
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    تمارين و مسائل

دون ا�ستخدام الآلة الح��سبة جد قيمة كلٍّ مم� ي�أتي: ( 1
جت� 50˚ج� 80˚ -  ج�50˚ ج� 10˚ اأ   ( 
جت� 70˚ جت� 25˚+ ج�70˚ جت�65˚ ب( 

 1 - 12
  π

 
2 جت�2 جـ( 
 8
  π ج� د  ( 

12
  π5 هـ ( ظ�

حُلّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.   )2
اأثبت �سحة كلٍّ من المتط�بق�ت الآتية:  )3

ج�2�س  
1-جت�2�س

ظت��س+1                     ب( ظ� �س = 
ظت��س-1

1+ج�2�س  = 
جت�2�س

 
اأ   (

ظت��س-ظ��س                          د  ( 4 جت�2 �س – ج�2 2�س = 4 جت�4 �س
2 ظ� 2�س =  جـ( 

1+جت�هـ  = )قت�هـ - ظت�هـ(2 
1-جت�هـ

ظ��س+ظت��س                           و ( 
1 ق��س  = 

ج��س
هـ( 

2جـ   1+جت�جـ  = ظ� 
جت�جـ

1+جت�2جـ  × 
ج�2جـ

ج��س                         ح ( 
1+جت��س

�س = ±
2 ظت�  ز( 

35  ،  فجد قيم ظ� جـ .
7 اإذا ك�ن ظ� 2جـ =   ) 4

2 >هـ > π2، فجد قيمة كل مم� ي�أتي:
 π3      ،    

4
5 اإذا ك�ن جت�هـ =   )5

اأ  ( جت� 2هـ                  ب( ج� 2هـ           جـ( ظ� 2هـ

 
هـ
2                       و( ظ� 

هـ
2                                     هـ( جت� 

هـ
2 د ( ج�

 2
اأ - ب ()  

  ،  اأ وَ ب زاويت�ن ح�دت�ن فَجِدْ قيمة جت�
4
5  ، جت� ب = 

3
5 اإذا ك�ن جت� اأ =   )6

)دون ا�ستخدام الآلة الح��سبة (
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بـمعدل  تـدور  م   20 قطرها  دوارة  ماء  ناعورة 
2.5دورة في الدقيقة،  ” ر�شد دلو ماء مركب عليها، 
فاإذا كان ارتفاع الـدلو عن �شطح الاأر�س يعطى بالمعادلة 
ل = 21 – 20 جتا π3 ن، حيث ل الارتفاع،  ن الزمن 

بالدقيقة. بعد كم دقيقة يكون ارتفاع الدلو 11م ؟

Solving Trigonometric Equationsثالثًا: حَل� المعادلات المثلثية

المعادلة  وحلّ  اأكثر،  اأو  مثلثيًّا  اقترانًا  تحوي  التي  المعادلة  اأنها  على   á«ã∏ãªال  áلOا©ªال تُعرّف 
المثلثية يعني اإيجاد قيم المتغير فيها، اإما هند�شيًّا اأو جبريًّا.

     مثال )1(

. 
1
2 حل المعادلة جتا�س = 

الحل
نقوم بر�شم الاقتران 

ق)�س( = جتا�س، ور�شم خطٍّ اأفقيٍّ 
. 

1
2 يمثل الم�شتقيم �س=

¢S

¢U

0

1

0^5

0^5-
1-

  jتقاWعا¿ في النقاط 
1
2 يت�شح من الر�شم اأن منحنى الاقتران ق)�س(= جتا�س و الم�شتقيم �س= 

3 ، فتكون مجموعة الحل في الفترة ]π2،0[ هي
  π5 ،  

π
3 التي اإحداثياتها ال�شينية هي: 

3 {، و الحل في الفترة]π2 ،0[  يُ�شمى الحل ا’hCل« للمعادلة .
  π5 ،  

π
3 {

ال�شكل )25-4(.

ويمكن تعميم الحل على مجموعة الاأعداد الحقيقية، لي�شبح الحل:
+2نπ: ن    �س{ حيث π2 هي دورة الاقتران ق)�س(=جتا�س،  3

  π5  ، π2ن + 
π
3 }�س:�س=  

.Ωوهذا ما يعرف بالحل ال©ا
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 تدريب )1(

 حُل َّ المعادلة الاآتية: 
جا2�س = 0.5  هند�شيًا.

 تدريب )2(

]π ، 0 [  حُل َّ المعادلة جتا 2�س = 0.5 ، �س

     مثال )2(

حُل َّ المعادلة جا 4�س = 1 جبريًّا. 

الحل
 بالبحث عن الزاوية التي جيبها = 1 

π                                                                                  )ق�شمة الطرفين على 4(
2 نجد اأن 4�س =  

π وهذا هو الحل الاأولي. 
8 �س = 

.  π
2  = 4

  π2 دورة الاقتران ق)�س(=جا 4�س هي 

π ن، ن  �س{
2   +   π

8 فالحل العام : } �س:�س= 

     مثال )3(

ا: حُل َّ كلاًّ من المعادلات الاآتية حلاًّ عامًّ
1(   جا2�س – جا�س = 2 

 2(  جا2�س +جا�س = �شفرًا
الحل

1(   جا2�س- جا�س =2                                                                     ) طرح 2 من الطرفين(
جا2�س – جا�س -2 =�شفرًا  تحلل كاأيِّ معادلة تربيعية فينتج :
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(øªjC’G ±ô£dG π«∏ëJ)                                            G kôØ°U= (1+ ¢SÉL) ( 2- ¢SÉL)
(ôØ°üH Üô°†dG á«°UÉN)                                                          G kôØ°U= (2 – ¢SÉL) ÉeEG

         ?(GPÉªd) πª¡oJ                                                                        2= ¢SÉL ¬æeh
G kôØ°U = 1+ ¢SÉL hCG

  1- = ¢SÉL
»dhC’G πëdG 2

  π3  =¢S

{¢U  ¿ ,π¿2 + 2
  π3  =¢S:¢S } :ΩÉ©dG πëdG

G kôØ°U = ¢SÉL + ¢S2ÉL   (2
( É kcôà°ûe kÓeÉY ¢SÉL êGôNEG)                                                       G kôØ°U = (1+ ¢SÉL) ¢SÉL

(ôØ°üH Üô°†dG á«°UÉN)                                                                    G kôØ°U = ¢SÉL ÉeEG
π hCG G kôØ°U = ¢S
 1- = ¢SÉL hCG

 2
  π3  =¢S

  { 2
  π3 , π , ôØ°U }  : »g »dhC’G πëdG áYƒªée íÑ°üJ ∂dòHh

{¢U  ¿ , π¿2 + 2
  π3  ,π ¿2+ π , π ¿2+ôØ°U} :ƒ¡a ΩÉ©dG πëdG  ÉeCG

 تدريب (٣)

π2 >¢S >ôØ°U  å«M ôØ°U = 
¢S
2  ÉL - ¢SÉL : á«JB’G ádOÉ©ªdG s π oM

     مثال (٤)

:ádOÉ©ªdG s π oM

.Év«dhCG vÓM , ¢SÉàL = ¢S2ÉL2+ ¢S2ÉàL2
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     مثال )5(

π2 < 3 جتا�س = �شفر   ، 0 > �س حُل َّ المعادلة جا�س -  
الحل

�شفرًا،  جتا�س≠  حيث  جتا�س   على  المعادلة  بق�شمة  ظا�س  اإلى  ال�شابقة  المعادلة  �شورة  ل  نحوِّ
فت�شبح المعادلة على النحو الاآتي:

                                  ) ق�شمة الطرفين على جتا�س(
جتا�س 

�شفرًا
 =

جتا�س 
جتا�س

  3    -
جتا�س 

جا�س

3  = �شفرًا                                                    ) تب�شيط( ظا�س -  
π2 < 3   ،0  > �س ظا�س =    

 3
  π4  ، π

3 �س = 
} 3
  π4  ،   π

3 مجموعة الحل الاأولي هي: } 

الحل
نكتب المعادلة بدلالة اقتران مثلثي واحد فت�شبح المعادلة:

2)2جتا2�س-1( + 2 ) 1- جتا2�س ( – جتا�س = �شفرًا                  )جتا2�س = 2 جتا2�س-1(
                                                                                                        )جا2�س = 1 - جتا2�س(  

4جتا2�س-2 +2-2 جتا2�س –جتا�س = �شفرًا                                 ) فك الاأقوا�س(    
2جتا2�س – جتا�س = �شفرًا                                                   )اخت�شار(                

جتا�س )2 جتا�س – 1( =�شفرًا                                              )اإخراج جتا�س عاملًا م�شتركًا(
اإما جتا�س = �شفرًا 

  2
  π3 π اأو �س= 

2 ومنه �س = 
اأو )2 جتا �س -1 ( =�شفرًا  

 
1
2 جتا�س = 

} 2
  π3  ،   π

2  ،  3
  π5  ،   π

3 3  وبذلك يكون الحل الاأولي} 
  π5  ،   π

3 �س=
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    تمارين و مسائل

جد  الحل  العام لكلٍّ من المعادلت الآتية:  )1

ب ( جا2 2�س+ جتا2 �س = �صفرًا   جتا�س = �صفرًا 
1
2 جا�س جتا�س  -  اأ   ( 

( 2جا2 �س – 1 = �صفرًا د   جتا2�س + جتا�س +1 = �صفرًا  جـ( 

0 =  
�س
2 ( جا�س + جا  و  جتا�س -2 جتا�س جا�س = �صفرًا   هـ( 

( جتا2�س – جا2�س+2 = �صفرًا ح  1+جا�س = 4 
جتا�س

جتا�س + 
1+جا�س

ز ( 

اكتب كل معادلة من المعادلت المثلثية الآتية بدللة اقتران مثلثي واحد:  )2
ب ( جا�س = جتا�س  2 جتا2�س = جا�س+1                         اأ   ( 

( 1+ ظتا2�س = 3 قتا�س  د  5 ظا2�س=6 قا�س-5                            جـ( 

3(  دون اللجوء اإلى الحل، اذكر عدد الحلول الممكنة لكلٍّ معادلة اإذا علمت اأن 
0 > �س> π2، مبرراً اإجابتك : 

ب ( ظا�س = 1       3جا�س = 4                                         اأ  ( 
جـ(  ظا�س + ظتا�س = �صفر 

3 ،  ب جتاهـ = 1، فاح�صب: 4(    اإذا علمت اأن: ب جا هـ =   
ب (  قيم ب الممكنة.  اأ  (  قيم هـ التي تحقق العلاقتين معًا.            

اإذا كان ق)�س( = جا�س، هـ)�س( = جا2�س   )5
( مثل كلاًّا من القترانين بيانيًا.  اأ 
( جد نقاط تقاطع المنحنيين.  ب 

( حلّ المعادلة جا�س = جا2�س جبرياً. ماذا تلاحظ؟  ج ـ

6(   حلّ الم�صاألة الواردة في بداية الدر�س.
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:…ôFGódG ôjó≤àdG ≈dEG »æ«à°ùdG ¢SÉ«≤dG øe á«JB’G ÉjGhõdG ∫ƒM  (1  
 ˚22^5 (Ü                         ˚75  (  CG 

:»æ«à°ùdG ¢SÉ«≤dG ≈dEG …ôFGódG ôjó≤àdG øe á«JB’G ÉjGhõdG ∫ƒM  (2  
 6
  π7  (Ü                                10

  π  (  CG 
:á«JB’G äGQÉÑ©dG § u°ùH  (3  

 `gÉX
`gÉàb × `gÉàL (Ü              `g2ÉàX - `g2Éàb  (   CG 

 ( `gÉL +1 ) ( `gÉL -1 )  (  O            `g Éb + `g2ÉX `gÉb (`L

(`g-) ÉL
(`g-) ÉàL  (  h              `g 2ÉL2-2 (`g

 :§≤a (Ö«édG) ΩGóîà°SÉH á«JB’G ôjOÉ≤ªdG øY ôÑY  (4  
(`g2ÉàL -1) `gÉL (Ü                  `g2ÉàL `g ÉX  (   CG 

`g2ÉX - `g2ÉàX (  O    `g2Éàb ( `g -    
π
2 )ÉàL  (`L

 ΩGóîà°SÉH ¢VQC’G í£°S øY ∫É≤KC’G ¢†©H ™aôoJ  (5
 í£°S  øY  É¡YÉØJQG  nh  ,Q   Égô£b  ∞°üf  IôµH
 ,  °̀g QhóJ  IôµÑdG  ¿CG  âª∏Y   GPEG  Ω  10 ¢VQC’G

 :á«JB’G ä’ÉëdG »a π≤ãdG ´ÉØJQG Ö°ùMÉa
º°S4 = Q     ˚720 = `g  (   CG
 Ω 2 = Q      ˚180= `g  (  Ü

 Ω 2 = Q       π
4    = `g  (  ̀L

 Ω 3 = Q       π
4    = `g  (   O

أسئلة الوحدة

.(26 - 4) πµ°ûdG

Ω10

Q

´
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يقوم لاعب بركل كرة بزاوية قيا�شها 22.5˚مع �شطح الاأر�س ب�شرعة ابتدائية متجهة    )6
مقدارها 10م/ç اإذا كانت الم�شافة التي تقطعها الكرة تعطى بال�شيغة 

جـ   حيث جـ ثابت الجاذبية الاأر�شية =10م/2ç، ع �شرعة الكرة 
2ع جا�س جتا�س

 
د =

فاأجب عن كل ٍّ مما ياأتي: 
ط المقدار ال�شابق  ب�شِّ  اأ   ( 

ا�شتخدم التب�شيط في ح�شاب الم�شافة. ب( 

اأثبت كلاًّ مما ياأتي:    )7

جا�س+جتا�س-1  
جا�س-جتا�س+1  = 

جتا�س 
1+جا�س اأ   ( 

ظا�س-قا�س+1   
ظا�س+قا�س-1 ظا�س + قا�س =  ب( 

قا2 �س+ قتا2 �س = قا2�س × قتا2 �س      جـ( 

)جا�س+جتا�س(2 +)جا�س – جتا�س (2 = 2 د  ( 

= 1+ جتا�س 
1-جتا�س 

جا2�س
هـ ( 

)2 ب جا�س جتا�س (2 +ب2 )جتا2�س –جا2�س(2 = ب2 و  ( 
جا8�س = 8 جا�س جتا�س جتا2�س جتا4�س ز  ( 

)جا�س +2جتا�س(2 +)2 جا�س – جتا�س(2 = 5 ح ( 

حُلّ كلاًّ من المعادلات الاآتية :    )8
2جتا2�س + جا�س -1 = �شفرًا  اأ   ( 

2 - جا�س = 2 جتا2�س   ب( 
جا�س + جتا2�س = 1  جـ( 
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1- = ¢S4ÉX – ¢S2Éb  (  O
¢SÉàb 4 = ¢SÉL4  (`g

G kôØ°U = ¢SÉàL - ¢S2ÉL  ( h
G kôØ°U = ¢S3 ÉL - ¢S2ÉàL + ¢SÉL  ( R

: q¿CG âÑKCG  (9  
 ¢SÉX ¢SÉàX = ¢S2ÉàX -¢S2Éàb  (   CG 

¢S2ÉàL ¢S2ÉàX =¢S2ÉàL – ¢S2ÉàX  (Ü 
1= (¢S -)ÉL × ¢SÉL - (¢S -)ÉàL× ¢SÉàL  (`L

 ¢SÉàX + ¢SÉX = ¢SÉàb × ¢SÉb  (  O
 ¢SÉàX ¢SÉàL = ¢SÉL -  ¢SÉàb  ( `g
¢S2Éàb = ¢S2ÉàX + ¢SÉàb ¢SÉL  ( h 

. 0^5 =
  ÜÉàX + 1

Ü ÉàX  ×
 CG ÉàX + 1

CG ÉàX  q¿CG âÑKCG , ˚225 = Ü + CG âfÉc GPEG  (10

 ¢SÉ«b Ée , ºc 7 √ô£b ∞°üf ∫ƒW …ôFGO ≥jôW ≈∏Y ô«°ùJ áYÉ°S/ ºc 6 É¡àYô°S IQÉ«°S  (11
? á≤«bO 22Qhôe ó©H IQÉ«°ùdG QÉ°ùe πHÉ≤J »àdG ájõcôªdG  ájhGõdG

(Ω + ¢S) ÉL = (¢S) ¥ ¿Gôàb’G ≈æëæe øe GkAõL QhÉéªdG πµ°ûdG πãªj  (12
 :»JCÉj É sªe vÓc óL

 CG  áª«b  (   CG
 .`L á£≤ædG É«KGóMEG  (Ü

 .Ω  p̀ d áª«b ô¨°UCG  (`L
.Ü á£≤ædG É«KGóMEG  (  O

¢SCG

Ü
`L

¢U

.(27 - 4) πµ°ûdG
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اأربعة  فقرة  لكل  متعدد،  من  الاختيار  نوع  من  فقرات  اأربع  من  ال�شوؤال  هذا  يتكون   )13 
بدائل، واحد فقط منها �شحيح، �شع دائرة حول رمز البديل ال�شحيح: 

 = 6
  π- قيمة جا   )1( 

     2
3 2           د(   - 

3 1              جـ(    
2 1               ب( - 

2 اأ  ( 

�شعة الاقتران ق )�س( = 2 جا 5�س:   )2(
π  )5              د

  π2 اأ  ( 5                 ب(   2                  جـ(  
طول قو�س الدائرة التي ن�شف قطرها 30�شم و الذي يقابل زاوية مركزية قيا�شها   )3(

 = ˚30
π                  جـ( π5                د( 5

3 5               ب( 
π اأ ( 

زاوية المرجع للزاوية )– 700˚( هي:   )4(
اأ  ( 700˚        ب( -20˚         جـ( 20˚            د( 300˚



التقليدية،  بالطراFق  معها  التعامل  ي�سعب  ح�سابية  مقادير  تت�سمن  م�ساFل  حياتنا  في  نواجـه 
وعليه لابد من البحث عن طراFق وقوانين جـديدة لت�سهيل الح�سابات، �سنتعرف في  هذه الوحدة 
الاقترانات الاأ�سية واللوغاريتمية التي ن�ستفيد منها في تب�سيط المقادير الح�سابية من خلال قوانين 
الاأ�س�س واللوغاريتمات وتطبيقاتها الفيزياFية والبيولوجـية ومعادلات النمو والا�سمحلال وغيرها 

من التطبيقات.

 الاقترانات ا�سية 
واللوغاريتمية  5

¢S

(¢S) ¥

¢U

0
1

1
1-
2-
3-
4-

     2

     2

3

2 3 4 51



:≈∏Y اQOÉb ¿ƒµj ¿Cا IóMƒال √òg á°SاQO ó©H ÖلÉ£ال øe ™bƒàj

  تحويل الاقترانات من ال�سيغة الاأ�سية اإلى ال�سيغة اللوغاريتمية وبالعك�س.

  تو�سيح العلاقة بين قوانين الاأ�س�س وقوانين اللوغاريتمات.

لُّ معادلات اأ�سية ولوغاريتمية. nح  

  تمثيل الاقترانات الاأ�سية واللوغاريتمية بيانيًّا.

اأ�سية  اقترانات  اإلى   )0 ب<  اأ�سا�سها   )التي  واللوغاريتمية  الاأ�سية  الاقترانات  تحويل    
ولوغاريتمية اأ�سا�سها )هـ(. 

  برهنة متطابقات اأ�سية ولوغاريتمية.

  ا�ستخدام الاقترانات الاأ�سية واللوغاريتمية في حل م�سـاFل حياتية.

  توظيف التكنولوجـيا في ح�ساب لوغاريتمات الاأعداد.

 Exponential and
Logarithmic   Functions
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يتزايد ثمن قطعة اأر�س بمعدل 5% �سنويًّا، اإذا كان �سعرها حاليًّا80000 دينار، فما ثمن 
القطعة بعد 8 �سنوات؟

يمكن حل هذه الم�ساألة بتكوين الجـدول الاآتي:
12345678ال�سنــة

القيمة
ويمكن ا�ستخدام الاآلة الحا�سبة في الحل.

äÉLÉàæال                     
• تتعرف الاقتران الاأ�سي. 

• تمثل الاقتران الاأ�سي وت�ستق�سي خ�ساF�سه. 
• تتعرف المعادلة الاأ�سية.

• تحل معادلات اأ�سية. 
• تتعرف المتطابقة الاأ�سية.

• تثبت �سحة متطابقات اأ�سية.

الاقترانات والمعادلات الأسية
Exponential  Functions and their Equations

الفصل الأول

Exponential  Functionsأولاً: الاقترانات ا�سية   

اإن لعبة ال�سطر„ هي لعبة الاأذكياA، واكت�ساف ال�سطر„ يدل على عبقرية مخترع  هذه اللعبة،  
حيث اإنَّه  طلب مكافاأة من الملك على ال�سكل التالي: اأن يح�سل على حبة قمح واحدة عن المربع 
وثمانِ  الثالث،  المربع  القمح عن  من  واأربع حبات   ،Êالثا المربع  القمح عن  من  الاأول، وحبتين 

حبات عن المربع الرابع وهكذا.
هل با�ستطاعتك معرفة عدد حبات القمح في المربع رقم 20؟ رقم 60؟

هل با�ستطاعتك تعريف اقتران يعÈ عن عدد حبات القمح الموجودة في كل مربع من مربعات 
رقعة ال�سطر„؟

لا بد اأنك لاحظت اأن عدد حبات القمح في المربع رقم 1 هو 2 0 =1 
واأن عدد حبات القمح في المربع رقم 2 هو: 2 1 =2 
واأن عدد حبات القمح في المربع رقم 3 هو: 2 2 =4 

واأن عدد حبات القمح في المربع رقم 4هو: 2 3 =8   وهكذا....
لهذا يمكن القول باأن عدد حبات القمح في المربع رقم �س هو 2�س-1 
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 øY „ô£°ûdG áÑ©d ´Îfl É¡«∏Y π°üM »àdG íª≤dG äÉÑM OóY ≈∏Y ∫GódG ¿GÎb’G ∞jô©J øµÁ ¿PEG
:IóYÉ≤dÉH „ô£°ûdG á©bQ äÉ©Hôe øe ™Hôe πc

 1-¢S2 = (¢S)¥ 
 ™HôŸG ‘ íª≤dG äÉÑM OóYh 19 2  »g 20 ºbQ ™HôŸG ‘ íª≤dG äÉÑM OóY ¿EÉa ∂dP ≈∏Y kAÉæHh

59 2  »g 60 ºbQ
.»°SC’G ¿GÎb’G ¿GÎb’G Gòg πãe ≈ª°ùj ∂dòd Ò¨àe ¬°SoCG ¿GÎb’G Gòg πãe ¿CG ßM’

∞jô©J
 ¿GÎbG (¢S)∫ å«M ,Év«°SCG ÉkfGÎbG `L + (¢S)∫Ü × CG = (¢S)¥ IóYÉ≤dÉH ± qô©ŸG ¿GÎb’G ≈ª°ùj
 ≈ª°ùjh kÉ°SCG (¢S)∫ ¬«a ¿ƒµj ¿GÎbG ƒgh ,1≠Ü ,0 <Ü ,0≠ CG  ,ì  `L , Ü ,CG »≤«≤M

.¥ ¿GÎb’G ¢SÉ°SCG Ü âHÉãdG Oó©dG

:»JCÉj Ée á«°SC’G äÉfGÎb’G ≈∏Y á∏ãeC’G øeh
1+ ¢S2 = (¢S)Ω   (2                       ¢S(3)4 = (¢S)¥  (1
¢S 2

5  = (¢S)h   (4                        
¢S 1

2  = (¢S)`g  (3

2+
 ¢S- 1

5  = (¢S)∫   (6                2-¢S(5)×3 = (¢S)`g  (5

     مثال (١)

:Év«°SCG ÉfGÎbG ó©j á«JB’G äÉfGÎb’G øe w…CG 
            5 +  ¢S2 = (¢S) Ω    (2    1-¢S15 = (¢S)¥  (1

                      7 + (¢S)3×5 = (¢S) ∑    (4   ¢S   = (¢S)`g  (3
2+¢S- 3

2  = (¢S)∫  (5
πëdG

(?GPÉŸ) `g ¿GÎb’G AÉæãà°SÉH á«°SCG á≤HÉ°ùdG äÉfGÎb’G ™«ª`L 
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 تدريب )1(

 اأيw من الاقترانات الاآتية يعد اقترانا اأ�سيًّا:
ق)�س( = �س5 -7                      2(  م)�س( = 2�س-5  )1

�س                  4(  ك)�س( = 5×3�س+6 هـ)�س( = 7+   )3
12- 

�س 2
5 ل)�س( =   )5

     مثال )2(

ار�سم منحنى الاقتران ق)�س( = 3�س 
الحل

نختار قيمًا للمتغير �س لتكن حول العدد �سفر،  مثل }-2، -1، 0، 1، 2{  )1
‚ـد قيم ق)�س( المناظرة لقيم �س المختارة بالتعوي�س في قاعدة الاقتران ق0  )2

1  ،     ق)0( = 3 0 = 1
3 1   ،   ق )-1( = 1-3 = 

9 ق)-2( = 2-3 = 
ق)1( = 3 1 = 3،   ق)2( = 3 2 = 9

نكون الجدول الاآتي:   )3
12�سفر-1-2�س

 3�س
1
9 

1
3139

نر�صم �لم�صتوى �لاإحد�ثي ونعين عليه �لنقاط �لو�ردة في �لجدول �ل�صابق.  )4

¢ûbÉfh ô qµa
ما قيمة الثابت م التي Œـعل الاقتران ق)�س( = )3�س + م2 �س( اقترانًا اأ�سيًّا؟

للتعرف على التمثيل البياÊ للاقتران الاأ�سي ندر�س المثال الاآتي:
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ن�صل بين هò√ �لنقاط بخطٍّ منحن �أمل�س كما في �ل�صكل ) 5-1( الذي يمثل منحنى الاقتران   )5
ق) �س( = 3�س .

ال�سكل )1-5(.

:á«JB’G á∏Ä°SC’G øY Ö`LCG (1-5) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG

?¥ ¿GÎbÓd …OÉ°üdG ™£≤ŸG Ée  (1

?äÉæ«°ùdG Qƒfi ¥ ¿GÎb’G ™£≤j πg  (2

?GPÉŸh ?¢übÉæàe ΩCG ójGõàe ¥ ¿GÎb’G πg  (3

?GPÉŸh ? óMGƒd óMGh ¥ ¿GÎb’G πg  (4

?¥ ¿GÎb’G ∫É`› Ée  (5

?¥ ¿GÎb’G ióe Ée  (6

?ßMÓJ GPÉe

 تدريب )2(

 ار�سم منحنى الاقتران ق)�س( = 2�س .

(1,0)

211-2-3-

1

2

1-

2-

3

¢U

¢S
(¢S)¥

3
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     مثال )3(

.  
�س 1

2 ار�سم منحنى الاقتران ق)�س(= 

الحل
نختار قيم المتغير �س حول العدد �سفر ولتكن: -2 ، -1 ، 0 ، 1 ، 2

 4=2-)1-2( =
 2- 1

2 ق)-2( = 

= ) 2-1(-1 =2 )1( =2                            )قوانين الاأ�س�س(
1- 1

2 ق) -1( = 

 =1                                                                                               )�س0=1(
0 1

2 ق) 0( = 

2                                                                                      )قوانين الاأ�س�س(
1  = 

1 1
2 ق) 1( = 

 4
1  = 

2 1
2 ق)2( = 

2 1 �سفر 1- 2- �س

 4
1

 2
1 1 2 4 ق)�س(

نعين مجـموعة �لنقاط في �لجـدول على �لم�صتوى �لاحد�ثي ون�صل بينها بخطٍّ منحنٍ �أمل�س ينتج 
 
�س 1

2 ال�سكل ) 5–2 ( الذي يمثل منحنى الاقتران ق) �س( = 

ال�سكل )2-5(.

(1,0)

211-2-3-

1

2

1-

2-

3

¢U

¢S
(¢S)¥
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:ôjÈàdG ™e á«JB’G á∏Ä°SC’G øY Ö`LCG ,(2-5) πµ°ûdG ≈∏Y OÉªàY’ÉH

?äÉæ«°ùdG Qƒfi ¥ ¿GÎb’G ™£≤j πg  (1

?¥ ¿GÎb’G ióe Ée  (2

?¥ p¿GÎbÓd …OÉ°üdG ™£≤ŸG Ée  (3

?¥ ¿GÎb’G ∫É`› Ée  (4

?óMGƒd óMGh ¥ ¿GÎb’G πg  (5

?¢übÉæàe ΩCG ójGõàe ¥ ¿GÎb’G πg  (6

?ßMÓJ GPÉe

�س تدريب )3( 1
3 ار�سم منحنى الاقتران ق)�س( = 

 تدريب )4(

ار�سم منحنى كلٍّ من الاقترانات الاآتية:
ل)�س( = - )2(�س  )2 ق)�س( =  5�س     )1

هـ)�س( = 6-�س  )4 ع)�س( = 3)2(�س      )3
-�س 1

4 م)�س( =   )5
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     مثال )4(

اكتب قاعدة الاقتران الاأ�سي الذي على �سورة ق)�س(= اأ×ب)�س+1( الذي مقطعه ال�سادي 6 ويمر 
بالنقطة )1، 24(.

الحل

 
6 = اأ × ب

ب
6 ∴ اأ = 

بما اأنّ الاقتران ق يمر بالنقطة )1، 24( فاإنّ ق)1(=24
∴ اأ × ب2 = 24                                                                                             )بالتعوي�س(

ب  × ب2 = 24                                                                                         )التعوي�س بقيمة اأ (
6  

∴ 6 ب = 24 

ومنها   ب = 4
لكنّ  اأ × ب2 =  24

وب�سكل عام لاحظ اأنه لاأيِّ اقتران اأ�سي ق)�س ( = اأ ×ب�س ، اأ<0، ب <0، ب≠1، 
فاإن:

1( مجـاله ح.
2( مداه = ح+

3( مقطعه ال�سادي اأ ، بمعنى اأنه يمر بالنقطة )0، اأ (.
ا اإذا كان 0> ب >1 4( الاقتران ق يكون متزايدًا، اإذا كانت ب <1، ويكون متناق�سً

5 ( منحناه لا يقطع محور ال�سينات.
6 ( الاقتران واحد لواحد.

بما اأنّ المقطع ال�سادي للاقتران هو 6 فاإنّ الاقتران يمر بالنقطة )0، 6( وعليه فاإنَّ ق)0( = 6 
وهذا يعني اأن: ق)0( = اأ × ب)1+0(
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لذلك فاإِنّ: 
اأ × )4(2 =  24

16اأ = 24

2                                                                                                             )الاخت�سار(
3 ∴ اأ =  

2 × 4)�س+1(
3 ∴ ق)�س( =  

 تدريب )5(

جـد قاعدة الاقتران الاأ�سي ل)�س( = جـ × )د(�س الذي يمر بنقطة تقاطع الم�ستقيمين 
�س+�س=2، 2�س- �س=1، ومقطعه ال�سادي 2

     مثال )5(

اإذا كان ق)�س( =25- 5�س، فجـد �لمجـال و�لمدى و�لمقطع �ل�صيني و�لمقطع �ل�صاد… دون ��صتخد�م 
الر�سم.
الحل

�لمجـال ح.                                                                                                            لماذا؟
�لمدى = ) -∞ ،25(.                                                                                          لماذا؟
يقطع الاقتران محور ال�سينات عندما �س=2                                                             لماذا؟

يقطع الاقتران محور ال�سادات عندما تكون �س=0 
ق)0( = 25- 05 

1-25 =
                                                                                                          24=

∴ المقطع ال�سادي 24 )يقطع الاقتران ق محور ال�سادات في النقطة )0، 24( 
 )لاأنَّ 05 =1(
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 تدريب )6(

جـد �لمجـال و�لمدى و�لمقطع �ل�صيني و�ل�صاد… من خلال �لقاعدة دون ��صتخد�م �لر�صم لكل 
من الاقترانين الاآتيين:

هـ)�س( = 32-�س +1   )1
ل)�س( = 4- 2�س-2   )2

    مثال )6(

ار�سم منحنى كل من الاقترانين  ق) �س ( = 2�س ، هـ) �س ( = 2-�س  في �لم�صتوى �لاحد�ثي نف�صه.
الحل

 يمثل ال�سكل ) 5– 3 ( منحنى كل من الاقترانين ق ، هـ

ال�سكل )3-5(.
نلاحظ من ال�سكل )5-3( اأنّ المنحنيين انعكا�س لبع�سهما في محور ال�سادات بمعنى اأنّ: 

ق) �س ( = هـ ) - �س ( لكل �س   ح.

0^2
0^2

3^53

2^36

3^53-

(1,0)

¢S

¢U

(¢S
)¥

(¢S) `g

¢ûbÉfh ô qµa
هل الاقتران الاأ�سي الذي على ال�سورة  ق)�س( = اأ × ب�س الذي يمر بالنقطتين )1،1( ، 

)-3،1( متزايد اأم متناق�س؟
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 تدريب )7(

 ار�سم منحنى كل من الاقترانين ق)�س ( = 3�س ، هـ)�س( = 3-�س  في م�صتوى بياني و�حد. 

تتطلب بع�س التطبيقات الحياتية اقترانات خا�سة مثل ا’Îbا¿ ا’SC°« ال£Ñ»©«، وقاعدته ق)�س( = هـ�س، 
ويمكن   .)2.7( تقريبًا  وي�ساوي  ن�سبي  غير  عدد  وهو  النيبيري  العدد  هـ  حيث  هـ،  اأ�سا�سه  اقتران  وهو 
 ƒªæال áلOÉ©e  صتخد�م �لاقتر�ن �لاأ�صي �لطبيعي في �لعديد من �لتطبيقات �لعملية في جـميع �لمجـالات ومنها��

hا’ª°VحÓ∫ ال�سكاÊ حيث اإنّ عدد ال�سكان في �سنة معينة يمكن تقديره وفق العلاقة: 

: عدد ال�سكان الحالي ع0  ع = ع0 ) هـ(اأ × ن  حيث  
: عدد ال�سكان المتوقع في �سنة ما ع    

: ن�سبة الزيادة اأو النق�سان اأ      
: فرق ال�سنوات بين ال�سنة الحالية والمتوقعة. ن    

    مثال )7(

اإذا كان عدد �سكان مدينة ) 40000( ن�سمة، ويتزايد عدد ال�سكان بن�سبة 5% �سنويًّا ، جـد عدد 
ال�سكان المتوقع بعد )20 ( �سنة .

الحل
ع = ع0  هـاأ × ن  =  40000 هـ 0.05 ×20

                           =  40000هـ1 = 40000× هـ
                           =  108000 ن�سمة تقريبًا.

ويمكن تعميم ذلك على الاقترانات الاأ�سية كافّةً وب�سكل عام:
اإذا كان ق)�س( =  اأ �س ، ل )�س ( = اأ- �س  ،  اأ < 0 ،  اأ ≠ 1

فاإِنّ منحنى الاقتران ل هو انعكا�س لمنحنى الاقتران ق  في محور ال�سادات والعك�س �سحيح.
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 تدريب )٨(

 اإذا كان ق)�س( =2×هـ�س+1 ، فجـد �لمقطع �ل�صاد… و�لمجـال و�لمدى لهò� �لاقتر�ن دون 
ا�ستخدام الر�سم.

يمكن ا�ستخدام الحا�سوب في ر�سم الاقتران الاأ�سي. والمثال الاآتي يو�سح طريقة ر�سم الاقتران 
.)Excel(لاأ�صي با�صتخد�م برمجـية �إك�صل�

     مثال )٨(

 ار�سم منحنى الاقتران ق)�س( = )3(�س بالفترة ]-3، 3[ با�صتخد�م برمجـية �ك�صل.

الحل 
ل برمجـية �ك�صل )Excel(، فتظهر لك نافذة اك�سل كما في ال�سكل)4-5(. uصغ�  )1

ال�سكل )4-5(.

ال�سكل )5-5(.

اختر عمودًا وليكن A ، و�صع �لموؤ�شر في �لخلية A1 واكتب   )2
في  �لموؤ�شر  �صع  ثم   ،)3-( وهي  �س  للمتغير  الاأولى  القيمة 

الخلية A2 واكتب القيمة الثانية للمتغير �س وهي )-2.5(.
ظلل �لخليتين ثم ��صحب �لموؤ�شر للاأ�صفل حتى تظهر �آخر قيمة   )3

للمتغير �س وهي )3(. كما في ال�سكل )5-5 (.
.)B1( صع �لموؤ�شر في �لخلية�  )4
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ال�سكل )6-5(.

ال�سكل )7-5(.

اختر الدالة )POWER( وانقر على موافق، يظهر لك �سندوق حوار الدالة كما في ال�سكل )5- 7(.  )6

من تبويبة ال�سيغ )Formulas(، اختر اأداة اإدراج دالة، فيظهر لك �سندوق حوار اإدراج كما   )5
في ال�سكل )6-5(.
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ال�سكل )8-5(.

اكتب اأ�سا�س الاقتران ق في م�ستطيل )Number(، واكتب A1  في م�ستطيل )Power(، ثم انقر   )7
.B1 في الخلية A1 موافق، فيظهر لك �سورة القيمة

��صحب �لموؤ�شر على جـميع �لخلايا �لتي كتبتها ليظهر لك مجـموعة �صور قيم �لمتغير �س كما في   )8
العمود B. كما في ال�سكل )8-5(.
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ال�سكل )9-5(.

ال�سكل )10-5(.

ظلل العمودين A،B ثم �ختر من تبويبة �إدر�ج مجـموعة ططات نوع �لمخطط )Line( ثم   )9
المنحنى كما في  ثم اختر نوع   )XY-Scatter( ل�صكل �س، �س مبعثر� �لاأ�صكال  �ختر من 

ال�سكل )5- 9(.

 تدريب )٩(

ار�سم منحنى الاقتران ق)�س(= )6(-�س، با�صتخد�م برمجـية �إك�صل.

اختر موافق ليظهر لك ر�سم الاقتران ق)�س( = ) 3(�س كما في ال�سكل )5- 10(  )10
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    تمارين و مسائل

ار�سم منحنى كلٍّ من الاقترانات الاآتية:  )1
ب(  هـ)�س( = 2�س+1    

�س 3
2 ق)�س( =   اأ   ( 

د  (  ع)�س( = 3-�س + 2 ل)�س( = 3�س-1    جـ( 
ك)�س( = 3-�س - 2 هـ ( 

�سكان  ع1:عدد  ع2=ع1)1+ز(ن،حيث  التالية  المعادلة  وفق  ما  مدينة  �سكان  عدد  يتزايد   )2
المدينة الحالي ، ز: ن�سبة الزيادة ال�سنوية في عدد ال�سكان ، ن:عدد ال�سنوات،ع2:عدد �سكان 
المدينة المتوقع، جـد عدد �سكان المدينة بعد )5(�سنوات، اإذا علمت اأن عدد ال�سكان الحالي 

)40000(ن�سمة، ون�سبة الزيادة 5% �سنويًّا.

2 ، فاأثبت اأن:         
اإذا كان ق)�س( = اأ-�س + اأ�س  )3

2
ق)�س+�س( + ق)�س-�س(

ق)�س(× ق)�س( = 

4( ار�سم منحنى الاقتران ق في الفترة ] -3،3[ حيث :
   2- �س    ،  -3 ≥ �س ≥ 0 

                  2�س      ،   0> �س ≥ 3ق)�س( =
ناق�س خا�صية �لانعكا�س في �ل�صوؤ�ل �ل�صابق.  )5

ار�سم منحنى الاقتران ق)�س(= هـ�س  )6
ار�سم منحنى الاقترانين ق)�س(= هـ�س ، ل)�س(= هـ-�س في م�صتوى بياني و�حد.  )7

ينفق اأحمـد اأ�سبوعيا بمعدل ثابت مقداره 10% ح�سب العلاقة م2 = م1 )1 +ر (ن ، حيث   )8
م2: المبلغ بعد ن اأ�سبوع، م1: �لمبلغ �لاأ�صلي، ر: �لمعدل �لثابت للاإنفاق. فاإذ� علمت �أنّ لدى 

اأحمد )3000( دينار،  كم ي�سبح المبلغ المتبقي مع اأحمد  بعد ثلاثة اأ�سابيع؟
9( حُلّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

ار�سم منحنى الاقتران ق)�س(= -3 × ) 2(�س با�صتخد�م برمجـية �إك�صل.  )10
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�إذ� كانت �لعلاقة  بين �صدة �لتيار ت بالاأمبير، و�لزمن ن بالثو�ني هي: ت = 2- ن  فبعد كم 
ثانية ت�صبح �صدة �لتيار ت�صاو… )0.225 ( اأمبير؟

اإِنّ المعادلة جـملة مفتوحة تت�سمن متغيًرا اأو اأكÌ، وهي  تعرفت �سابقا مفهوم المعادلة، حيث 
مكونة من طرفين مت�ساويين، والمعادلة اأنواع منها المعادلة الخطية مثل: 4�س +7 = 5 ،

والمعادلة التربيعية مثل: �س) 1- �س ( = -6 ،
والمعادلة المثلثية مثل: جا�س –0.25 =0  

و�سنتعرف في هذا الدر�س نوعًا جديدًا من المعادلات مثل: 
 2�س  = 64 

81
16 = 

�س 2
3  

 á«°SC’ا ä’OÉ©Ÿلنوع من �لمعادلات ا� �òي�صمى ه �òأن �لمتغير يظهر على �صكل �أ�س ل� ßلاح

Exponential Equations and Identitiesثانيًا: المــعادلات والمتطابقات ا�سية   

    ∞jô©J
�لمعادلة �لاأ�صية هي �لمعادلة �لتي يظهر فيها �لمتغير على �صكل �أ�س.

  º«ª©J
1( اذا كان اأ ق)�س(= اأ ل)�س(  ، فاإن ق)�س(= ل)�س(       حيث اأ ≠ 1
2( اذا كان اأ ق)�س( = 1 ، فاإن ق)�س( = �سفر        حيث اأ ≠ 1

ا على المعادلة الاأ�سية: ومن الاأمثلة اأي�سً
1 ( 3 2�س  = 81 

2 (  15- �س = 125
3 ( -4�س2+ �س  = -64

يعتمد حل المعادلة الاأ�سية على فكرة الح�سول على مقدارين اأ�سيين مت�ساويين لهما الاأ�سا�س نف�سه 
من ال�سورة:   اأ ق)�س(= اأ ل)�س(
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والاأمثلة الاآتية تو�سح كيفية حلّ بع�س المعادلات الاأ�سية: 

     مثال )1(

حُلّ المعادلة الاأ�سية 3 4�س  = 81

الحل
 3 4�س = 3 4                                                                                                        ) تحويل العدد 81 الى ال�سيغة الاأ�سية (

ومنه  4�س = 4         اأي       �س =1
 مجـموعة �لحل هي } 1 {

     مثال )2(

 = 27�س-1   
1-2�س 1

3 حُلّ المعادلة 

الحل
الطرف الاأيمن من المعادلة:

 = )3-1(1-2�س = 3 2�س-1                                                  )قوانين الاأ�س�س(
1-2�س  1

3
الطرف الاأي�سر من المعادلة:                             

) 33 =27( )27(�س-1 =))3(3()�س-1(  = 3 3�س -3  
)م�ساواة الطرفين( ومنه 3 2�س-1 = 3 3�س-3  
)م�ساواة الاأ�س�س( اإذن 2�س -1= 3�س-3  

ومنه 3�س-2�س =1-3
�س = 2   

 مجـموعة �لحل هي: } 2 {
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 تدريب )1(

حل المعادلة  الاآتية:
 
6-�س 2

3  = 
�س 4

9

     مثال )3(

حُلّ المعادلة: 4�س3 + 2�س2 -3�س   = 1
الحل

�س2  + 2�س2 - 3�س = 0                                                  ) لاأن 04 = 1 (
�س)�س2 + 2�س - 3( =0                                                        )التحليل باإخراج العامل الم�سترك �س(

اإما: �س = 0                                                              )خوا�س الاأعداد الحقيقية(
اأو: �س2 + 2�س – 3=  0               

)�س+3( )�س-1(  =0                                                          )تحليل العبارة التربيعية(
�س = -3     اأو       �س = 1

 مجـموعة �لحل= }-3، 0، 1{ 
     مثال )4(

حُلّ المعادلة الاأ�سية  4 2�س+6    = 256
الحل

4 2�س+6   =  )2(2 )2�س+6(  = )2()4�س+12(                                        )قوانين الاأ�س�س(
    256 = 2 8                                                                      )تحويل العدد 256 اإلى ال�سيغة الاأ�سية(

2 4�س+12  = 2 8                                  
4�س +12 = 8                                                                    )قوانين الاأ�س�س(

 4�س= - 4 
 �س = − 1

 مجـموعة �لحل = } -1{
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     مثال )5(

625
1

حُلّ المعادلة الاأ�سية:  5- �س -1  = 

الحل 
)45=625(                                                                                                                                    4-5 =

 45
1

5- �س -1 = 
اإذن  

- �س- 1 = -4      
ومنه  �س = 3

 تدريب )2(

حُلّ كلاًّ من المعادلات الاآتية:
1( -32�س + 1 + 16 =  �سفرًا .             2( 5+25-�س =630

81
1 3( 3-�س-1 = 

     مثال )6(

حُلّ المعادلة الاأ�سية   9�س  - 28 × 3�س + 27 = 0

الحل
) 23(�س - 28 )3 (�س + 27  = 0                                                                    ) 9= 3)2( (

))3(�س (2- 28 )3 (�س + 27 = 0                                                                   ) قوانين الاأ�س�س (
نفر�س اأن:  �س = 3�س

فالمعادلة 9�س -28)3(�س +27 =0  ت�سبح على ال�سورة:
 �س2 ـــ 28�س+ 27=0 

¢ûbÉfh ô qµa
هل يمكن حل مثال )4( بطريقة �أخرى؟
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(π«∏ëàdÉH )                                                               0 =  (1 – ¢U) (27- ¢U)
1 = ¢U      hCG        27 = ¢U

(27 h ¢U ∫óH ¢†jƒ©J )                                                              1 = ¢S3               33   = ¢S3
  0 =¢S                        3 = ¢S
{3 ,0 }:»g π◊G áYƒª`› 

 تدريب (٣)

: á«JB’G á«°SC’G ä’OÉ©ŸG qπM
 0 = 16 + ¢S(2)10 - ¢S4  (1

26 = 2 – ¢S 5 + ¢S5  (2
8 = 2 – ¢U2 -  1 – ¢U2  (3

.á«°SC’G á≤HÉ£àŸG ¿B’G ±ô©àà°S ,É¡∏M á≤jôWh á«°SC’G ádOÉ©ŸG âaô©J ¿CG ó©Hh
:á« q°SC’G á≤HÉ£àŸG

 .É¡«a Ò¨àŸG º«b ™«ª÷ áë«ë°U ¿ƒµJh , x¢SoCG πµ°T ≈∏Y Ò¨àŸG É¡«a ô¡¶j á«°VÉjQ IQÉÑY »g

     مثال (٧)

á≤HÉ£àŸG áë°U âÑKCG
¿ 3 + 1 = ¿(9) + ¿(3)2 +1  

πëdG
 øÁC’G ±ô£dÉH CGóÑf á≤HÉ£àŸG áë°U äÉÑKE’

 ¿2(3) + ¿(3)2 +1  = øÁC’G ±ô£dG
 ¿3 = ¢U ¿CG ¢VôØf

2(¿3) = 2¢U  ∴
 ¿2 3 =  

 ¿ (2 3) =  
 ¿9 =  
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     مثال )٨(

اأثبت �سحة المتطابقة الاأ�سية:

3) 2 ن+3 - 2ن+4 (  = 1 
2 3 + ن  - 2 5 + ن

الحل

3)2ن+3 - 2ن+4(
32+ن - 52+ن الطرف الاأيمن =  

3)2ن)32 - 42((
2ن)32 - 52(

 
 =

)16 - 8(3
32 - 8

 
 =

 )  8-(3
24-

 
 =

24-
24-

 
=

 1  =
=  الطرف الاأي�سر

 تدريب )4(

23-�س × 32-�س =   6 2�س 
3�س+2 × 2�س+3 اأثبت اأن:  

�س2 + 2�س + 1      الطرف الاأيمن = 
)�س+1( )�س+1(  =

)   �س2 = |�س|( )�س+1(2                  =
=  |�س+ 1| 

=  3ن + 1                                                                          )لاأن �س داFماً موجـبة(
= الطرف الاأي�سر
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حُلّ كلاًّ من المعادلات الاآتية :  )1
2 4�س – 12)2(2�س + 32 =0  اأ   ( 

3�س3 +�س2+5�س -7 =1  ب( 
3�س-2  25

4  =   
1-2�س 2

5 جـ( 

3)2(9- 3�س  = 48  د  ( 
5 2�س + 2 -30 )5(�س + 1 + 125 =0  هـ ( 

2�س – 1  - 2�س – 2 = 64  و  ( 
3�س = 3- �س   ز  ( 

اأثبت �سحة كل من المتطابقات الاآتية:  ) 2

×   
  

1
3 2ن

 
=. 5 ن  ×

 
3 2ن

15 ن
 
اأ  (

1- = 
12×2�س  - 1- 9×2�س  + 1

�س + 3
�س + 2+ 2

2 ب( 

    تمارين و مسائل
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äÉLÉàæال                     
• تتعرف الاقتران اللوغاريتمي.

• تحول من ال�سيغة الاأ�سية اإلى اللوغاريتمية.
• تمثل منحنى الاقتران اللوغاريتمي بيانيًّا.

• ت�ستق�سي قوانين اللوغاريتمات.

• تتعرف المعادلة والمتطابقة اللوغاريتمية.
• تحل معادلات لوغاريتمية.

• تثبت �سحة متطابقة لوغاريتمية.

الاقترانات والمعادلات اللوغاريتمية
Logarithmic Functions and Equations

الفصل الثاني

Logarithmic Functionsأولاً: الاقترانات اللوغاريتمية

نشاط

معتمدًا ال�سكل )5-11( الذي يمثل منحنى اقتران ي�سمى لوغاريتم �س للاأ�سا�س 2 ويرمز له 
 �س، اأجب عن الاأ�سÄلة الاآتية:

2
بالرمز لـــو

1(   من خلال الر�سم جد ناœ كُلٍّ ‡ا ياأتي:
4 

2
 اأ  (   لــــو

 2 
2
ب(   لــــو

 
1 

2
جـ(   لــــو

 

1
2  

2
 د (  لــــو

جد القيمة العددية لكل ‡ا ياأتي:  )2
اأ  (  2 2        ب(  2 1       جـ(  2 0         د (  1-2

ماذا تلاحظ؟

لا بد �أنك لاحظت �أن هناك علاقة بين �لاأ�صئلة �لمتناظرة في �ل�صوؤ�لين �ل�صابقين، ويمكن �لقول 
 �س = اأ اإذا وفقط اإذا كان �س  = 2اأ

2
اأن  لــــو

¢S

(¢S) ¥

¢U

0
1

1
1-
2-
3-
4-

     2

     2

3

2 3 4 51

ال�سكل )11-5(.
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    ∞jô©J
 �س اإذا وفقط اإذا  كان  �س= اأ�س ، وي�سمى 

 اأ
 اإذا كانت �س< 0، اأ < 0 ، اأ≠1، فاإن: �س = لــــو

 �س بالاقتران اللوغاريتمي. حيث اأ: اأ�سا�س اللوغاريتم.
 اأ
الاقتران المعرف بالقاعدة ق)�س( = لــــو

ويمكن ا�ستخدام هذا التعريف للتحويل من ال�سيغة الاأ�سية اإلى ال�سيغة اللوغاريتمية وح�ساب قيم 
المقادير اللوغاريتمية.

     مثال )1(

 جـد قيمة كل ‡ا ياأتي:  
1 

5
 0.5   4(  لــــو

2
 125   3(  لــــو

5
 81    2(  لــــو

3
1(  لــــو

الحل
 81 = �س

3
1(  لــــو

  3�س = 81                                                                             )التحويل اإلى �سيغة اأ�سية(
  3�س =  43                                       

 �س = 4
 125  = �س

5
2(  لــــو

 5�س  = 125                                                                       )التحويل اإلى �سيغة اأ�سية(
  5�س = 35                                                                                                                                )125=35(

  �س = 3
 0.5 = �س

2
3(  لــــو

 2�س = 0.5                                                                           )التحويل اإلى �سيغة اأ�سية(
)1-2=  1

2  2�س =1-2                                                                                                              )0.5= 
 �س =  -1

5 1 = �سفر                                                                                  ) لماذا؟ (
4( لـــو
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 تدريب )1(

 جـد قيمة كلٍّ ‡ا ياأتي:
 625 5

 256           3 ( لــــو
4
 729              2 ( لــــو

3
1 (   لــــو

 7                  6( لــــو  4  
7
 4                      5( لــــو

2
 4(  لــــو

 تدريب )2(

اكتب ال�سيغ اللوغاريتمية المقابلة لل�سيغ الاأ�سية الاآتية:
           81= 4)3(  )1

 1
16  = 4-)2(  )2

 27
64  = 3)

 

3
4 (  )3

 256
625  = 4)

 

4
5 (  )4

اأ�س = �س2  )5

2

     مثال )2(

 اكتب ال�سيغ اللوغاريتمية المقابلة لل�سيغ الاأ�سية الاآتية:
1                  3( بو =ع 

243  = 5-)3( )2           343 = 3)7( )1

الحل
 343 =3                                                                                             )تعريف اللوغاريتم(

7
لــــو  )1

1 = - 5                                                                              )تعريف اللوغاريتم(
243  

3
لــــو  )2

 ع =  و                                                                                                )تعريف اللوغاريتم(
ب  
لــــو   )3
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     مثال )3(

اكتب ال�سيغ الاأ�سية المقابلة لل�سيغ اللوغاريتمية الاآتية:
 3 = 27 

3
لــــو  )1

2- = 0.25 
2
لــــو  )2

4 -  =  1
81  

3
لــــو  )3

لــــوع       �س = �س.  )4
الحل

3 3 = 27                                                                                                    ) تعريف اللُّوغاريتم (  )1
0.25 = 2-2  )2
 1
81  = )4-(3  )3

4(  ع�س = �س

 تدريب )3(

اكتب ال�سيغ الاأ�سية المقابلة لل�سيغ اللوغاريتمية الاآتية:
2 = 121  

1 1
3 (  لــــو    1

2  = 3 
9
2(  لــــو     3 = 125 

5
1(   لــــو

    ∞jô©J

ا اإذا وفقط اإذا كان      ل) �س ( اقتراناً لوغاريتمًّ
اأ
ي�سمى الاقتران ق)�س( = لــــو

ل)�س( = ) اأ (ق)�س(   ، حيث اأ < 0   اأ ≠ 1، ل)�س( < �سفر. 

ºs∏©Jºs∏©Jºs∏©Jلاحظ اأن: ل)�س( < �سفر. لماذا؟
  ل)�س( هو 

اأ
مجال ق)�س( = لــــو

مجموعة حل �لمتباينة ل)�س(<0
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     مثال )4(

�س، �س  ]1، 9[ با�صتخد�م برمجـية �إك�صل.
3
 ار�سم منحنى الاقتران ق: ق)�س(= لــــو

الحل
1( �صغل برمجـية �إك�صل)Excel(، فتظهر لك نافذة اإك�سل كما في ال�سكل ) 12-5(.

ال�سكل )12-5(.

ال�سكل )13-5(.

للمتغير �س وهي  الاأولى  القيمة  A1 اكتب  �لموؤ�شر في �لخلية  A، و�صع  اختر عمودًا وليكن   )2
)1(، ثم ن�صع �لموؤ�شر في �لخلية A2 واكتب القيمة الثانية للمتغير �س وهي )2(.

ظلل �لخليتين ثم ��صحب �لموؤ�شر للاأ�صفل حتى تظهر �آخر قيمة للمتغير كما في �ل�صكل )12-5(.  )3
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ال�سكل )14-5(.

.)B1( صع �لموؤ�شر في �لخلية�  )4
من تبويبة ال�سيغ )Formulas(، اختر اأداة اإدراج دالة فيظهر لك �سندوق حوار اإدراج، كما   )5

. )LOG( واختر الدالة ،)في ال�سكل )5-14

انقر على موافــق، يظهر لك �سندوق حـــوار الدالة كما في ال�سكل ) 5- 15 (.

 )Number( م�ستطيل  A1  في  )Base( واكتب  م�ستطيل  الاقتران ق في  اأ�سا�س  اكتب  ثم   )6
 .B1 في الخلية A1 فيظهر لك �سورة القيمة في

ال�سكل )15-5(.
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ال�سكل )17-5(.

ال�سكل )16-5(.

��صحب �لموؤ�شر على جـميع �لخلايا �لتي كتبتها ليظهر لك مجـموعة �صور قيم �لمتغير �س كما في   )7
العمود B. كما في ال�سكل )5- 16(.

 )Line( ثم �ختر من تبويبة �إدر�ج مجـموعة "مخططات" نوع المخطط A،B ظلل العمودين  )8
ثم �ختر من �لاأ�صكال �ل�صكل �س، �س مبعثر )XY-Scatter( ثم اختر نوع المنحنى كما في 

ال�سكل )5- 17(.
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 �س كما في ال�شكل)18-5(.
3
اختر )موافق( ليظهر لك ر�شم الاقتران ق)�س( = لــــو  )9

ال�شكل )18-5(.

ويمكن ر�شم الاقتران يدويًّا، من خلال تكوين الجدول الاآتي:

9311�س
3

1
9

-2-2101ق)�س(

2= 9 
3
ق)9( = لــــو

1=3 3
ق)3( = لــــو

0 =1 3
ق)1( = لــــو

 ،1- = ) 1
3 ( 

3
( = لــــو 1

3 ق)

2- = ) 1
9 ( 3

( = لــــو 1
9  ق)

بخطٍّ  النقاط  بين  ون�صل  البياني,  الم�صتوى  في  الجـدول  من  �ص(  )�ص,  النقط  مجموعة  نعين 
منحنٍ اأمل�ص لينتج ال�صكل )5- 19(.

21

1

2

1-

2-

3

¢U

¢S

(¢S)¥

54 6 87 9

ال�شكل )19-5(.
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     مثال )5(

 �س، ار�سم منحنى الاقتران ق، وقارنه مع منحنى الاقتران ل )�س( = 2�س
2
 اإذاكان ق)�س( = لــــو

الحل
ن جدولًا كما ياأتي: نكوِّ

1�س
4

1
2124

012-1-2لــو2�س

1- = ) 1
2 ( 

2
( = لــــو 1

2 ( =  -2                 ق) 1
4 (

2
( = لــــو 1

4 ق)
1 = )2(

2
)1( = 0                  ق )2 ( = لــــو

2
ق)1 ( = لــــو

2= )4(
2
ق)4 ( = لــــو

بطريقة مماثلة  يمكن �لح�صول على مجـموعة نقاط تقع على منحنى ل، كما يت�صح في �لجـدول �لاآتي:
012-1-2�س

21�س
4

1
2124

ِ على م�صتوى بياني و�حد كما هو مو�صح في �ل�صكل )20-5(. ونقوم بتمثيل �لاقتر�نينْن

ال�سكل )20-5(.

¢U

¢S

(¢S
)∫

(¢S)¥
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يبين ال�سكل)5-20( منحنى كلٍّ من 
)�س(، ل)�س( = 2�س، نلاحـــظ اأن 

2
ق)�س( = لــــو

المنحنيين انعكا�س لبع�سهما حول الم�ستقيم �س= �س، 
وهذا ي�سير اإلى اأن الاقتران اللوغاريتمي هو اقتران 

عك�سي للاقتران الاأ�سي.

 á«JB’G á∏Ä°SC’G øY Ö`LCG , ¢S 
2
ƒ````d = (¢S)¥ ≈æëæe ≈∏Y OÉªàY’ÉH

:ôjÈàdG ™e

مامجـال �لاقتر�ن ق؟( 1
ما مدى �لاقتر�ن ق؟( 2
ما المقطع ال�سيني للاقتران ق؟( 3
ما المقطع ال�سادي للاقتران ق؟( 4
هل الاقتران ق متزايد اأم متناق�س؟( 5
هل الاقتران ق واحد لواحد؟( 6

 تدريب )4(

 �س، فار�سم منحنى الاقتران ق.
3
 اإذا كان ق)�س(= لــــو

ºs∏©Jºs∏©Jºs∏©Jºs∏©Jºs∏©Jºs∏©Jºs∏©Jºs∏©Jºs∏©J
الاقتران العك�سي للاقتران ق)�س( = اأ�س   )1

  �س.
اأ
هو الاقتران ق-1)�س( = لــــو

الاقتران العك�سي للاقتران ل)�س( =   )2 
  �س هو الاقتران ل-1)�س( = اأ�س

اأ
لــــو

     مثال )6(

�س ، فار�سم منحنى الاقتران ق.
1
3
 اإذا كان ق)�س( =  لــو

الحل
2 = ) 1

9 (
1
3
( = لــو 1

9 ق)

1 = ) 1
3 (

1
3
( = لــو 1

3 ق)
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0 = )1(
1
3
ق)1( = لــو

1- = )3( 1
3
ق)3( =لــو

2- =  9
1
3
ق)9( = لــو

1�س
9

1
3139

�س
1
3
-2-2101لــو

نعين �لنقاط على �لم�صتوى �لديكارتي ثم ن�صل بينها بخطٍّ منحنٍ �أمل�س فيظهر �ل�صكل )21-5(.

ال�سكل )21-5(.

21

1

2

1-

2-

3

¢U

¢S
(¢S)¥

54 6 87 9

1
3

¢S  ƒ```d = (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ≈∏Y G kOÉªàYG

1(  جـد مجـال �لاقتر�ن ق.
2( جـد مدى �لاقتر�ن ق.

3( هل الاقتران ق متزايد اأم متناق�س؟ لماذا؟
4( هل الاقتران ق واحد لواحد؟
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)�س( فان:
 Cا 
لاحß اfC¬ اPا cان ¥)�س( = لــــو

1 )+ì :¥ ـال›
2 )ì :¥ iمد
ي≥£™  ¥ ور الùضيناä عند الن≥£ة )0،1(.( 3
4 ).äضاداüور ال ¥ ™£≤لا ي
5 )1< Cا عندما 0> ا kضüون متناقµ1 ، وي> Cا عندما ا kايدõون متµي
الاقÎان ¥ واحد لواحد.( 6

 تدريب (٥)

3 )�س-2(، جد ‹ال ¥ Kم ار�ضم منحنا√.
اإPاcان ¥)�س( = لــــو

     مثال (٧)

 جـد المجـال لµلx مø الاقتراfاä الاBتية:
)�س2- �س-12(

7
1(  ¥)�س( = لــــو)�س2+1(             2(  ل)�س( = لــــو

)6+�س-�س2(
4
)�س2-16(           4(  م)�س( = لــــو

5
3(  ك)�س( = لــــو

πëdG
مجـال الاقتران ¥ هو مجـموعة حل المتباينة �س2+1< 0 وهي مجـموعة الاCعداد   )1

الح≥ي≥ية                 )fاقûس Pل∂ م™ معلم∂(

مجـال الاقتران ل هو مجـموعة حل المتباينة �س2- �س-12 < 0  )2
 )�س-4()�س+3(< 0                            )تحليل العبارة التربيعية الى العوامل(

-3 ، 4 هي جـذور المعادلة التربيعية: �س2-�س-12=0
د الجـذور على N§ الاCعداد، وfبحå الاإ�ضارة لتحديد فتراä المجـال cما ياCتي: uحدf
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∴    مجـال الاقتران ل هو: )-∞، -3( ∪ )4، ∞(

)�س2-16( هو مجموعة حل المتباينة:
5
مجـال الاقتران  ك)�س( = لــــو  )3

�س16-2<0
)�س-4( )�س+4( <0                        )تحليل العبارة التربيعية الى العوامل(

-4 ،4 هي جـذور المعادلة التربيعية �س16-2= 0

∴  مجـموعة حل المتباينة   �س2- 16 <0 هي:

)∞ ،4( ∪ )4- ،∞-(
∴  مجـال الاقتران ك)�س( هو: )-∞،-4( ∪ )4،∞(

)6 + �س- �س2( هو مجموعة حل المتباينة:
4
مجـال الاقتران م)�س( = لــــو  )4

6 + �س - �س2 < 0
�س2- �س -6 > 0                              )ب�ضرب طرفي المتباينة بالعدد -1( 
)�س-3( )�س+2( > 0                      )تحليل العبارة التربيعية اإلى العوامل(

-2 ، 3 هي جـذور المعادلة التربيعية �س2 - �س - 6 = 0

   + + + + + +  - - - - - - -   + + + + + +
�ضفر�ضفر

اإ�ضارة �س2- �س - 12
قيم �س 3- 4 ∞∞- 

   + + + + + +  - - - - - - -   + + + + + +
�ضفر�ضفر

اإ�ضارة �س2- 16
قيم �س 4- 4 ∞∞- 

   - - - - - -  + + + + + + +   - - - - - -
�ضفر�ضفر

اإ�ضارة 6 + �س -  �س2
قيم �س 2- 3 ∞∞- 
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مجـموعة حل المتباينة �س2- �س-6 > 0  هي الفترة: )-2 ، 3(
∴   مجـال الاقتران م هو: )-2، 3(

»©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG ¿Gôàb’G
 õل¬ بالرم õاريتم ال£بيعي الذ… يرمZل اقتران اللوãدام¡ا مîر ا�ضتãµاريتمية يZلو äاfهنال∂ اقترا
�ـس،حيå هـ )العدد النايبير…( ويرمõلاقتران اللوZاريتم ال£بيعي في الاBلة الحا�ضبة 

ه
¥)�س ( = لــــو
. )Ln ( õبالرم

 تدريب (٦)

 جـد مجـال cل مø الاقتراfاä الاBتية:
)�س2+ �س-12(

7
)�س2+11(            2( ل)�س( = لــــو

4
1( ¥)�س( = لــــو

)2 - �س(
4
)9-�س2(               4( م)�س( = 1+لــــو

5
3( ك)�س( = لــــو

     مثال (٨)

 با�ضتîدام الاBلة الحا�ضبة احùضÖ قيمة cلx مما ياCتي:
 ـ 0001^0 

ه
 ـ7^0        3( لــــو

ه
 ـ5          2(  لــــو

ه
1(  لــــو

πëdG
 ـ5 = 60943^1  

ه
 1( با�ضتîدام الاBلة الحا�ضبة  لــــو

الجـدول الاBتي  يمãل حل الفرعيø )2(، )3( با�ضتîدام الاBلة الحا�ضبة
النتيجـةالاإجـراAاäالعدد

 Ln 0.7- 0.356674لــــو7^0
Ln 0.0001- 9.210340لــــو0001^0
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 تدريب )7(

 با�ستخدام الاآلة الحا�سبة اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي :
4ـ0.00 

ه
8ـ           3(   لــــو

ه
             2(   لــــو

2
3  ـ

ه
1(   لــــو

ال�سكل )22-5(.

اختر عمودًا وليكن A، و�صع �لموؤ�صر في �لخلية A1 اكتب القيمة الاأولى للمتغير �س وهي   )2
)1(، ثم ن�صع �لموؤ�صر في �لخلية A2 واكتب القيمة الثانية وهي للمتغير �س وهي )2(. ثم ظلل 
�لخليتين ثم ��صحب �لموؤ�صر للاأ�صفل حتى تظهر �آخر قيمة للمتغير كما في �ل�صكل  )23-5(.

ال�سكل )23-5(.

     مثال )٩(

�ـس بالفترة ]1، 9[ با�صتخد�م برمجـية �إك�صل.
ه
 ار�سم منحنى الاقتران ق)�س( = لــــو

الحل
�صغل برمجـية �إك�صل )Excel(، تظهر لك نافذة اك�سل كما في ال�سكل )22-5(:  )1
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�صع �لموؤ�صر في �لخلية )B1(. ومن تبويبة ال�سيغ )Formulas(، اختر اأداة اإدراج دالة فيظهر   )3
لك حوار اإدراج كما في ال�سكل )24-5(.

ال�سكل )24-5(.

اختر الدالة )LN( وانقر على موافق، يظهر لك �سندوق حوارالدالة، ثم اكتب اأ�سا�س الاقتران   )4
ق في م�ستطيل )Base( واكتب  A1 كما في ال�سكل  )5- 25(.

ال�سكل )25-5(.
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ال�سكل )27-5(.

 )Line( ثم �ختر من تبويبة �إدر�ج مجـموعة مخططات نوع �لمخطط A،B ظلل العمودين  )6
ثم �ختر من �لاأ�صكال �ل�صكل �س، �س مبعثر )XY-Scatter( ثم اختر نوع المنحنى كما في 

ال�سكل )27-5(.

ال�سكل )26-5(.

��صحب �لموؤ�صر على جـميع �لخلايا �لتي كتبتها ليظهر لك مجـموعة �صور قيم �لمتغير �س    )5
كما في العمود B. كما في ال�سكل )26-5(.
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.(28 -2) πµ°ûdG »a Éªc ¢S 
3
ƒ````d =(¢S)¥  ¿Gôàb’G ≈æëæe º°SQ ∂d ô¡¶«d (≥aGƒe) ôàNG (7

 تدريب (٨)

¢S 
 ̀g
ƒ````d = (¢S)¥ :ø«fGôàb’G øe πc ≈æëæe º°SQ »a π°ùcEG á«`éeôH Ωóîà°SG 

.óMGh »fÉ«H iƒà°ùe ≈∏Y ∂dPh  ,  ¢S `g =(¢S)∫

 ,ájOÉ©dG äÉªàjQÉZƒ∏dG ≈ª°ùJh , 10 ¢SÉ°SC’G äGP äÉªàjQÉZƒ∏dG áeóîà°ùªdG äÉªàjQÉZƒ∏dG øeh
 ádB’G »a É¡d õeôjh ,10 ¢SÉ°SCÓd 8 Oó©dG ºàjQÉZƒd »æ©Jh  8ƒ``d πãe ¢SÉ°SCG ¿hO kGQÉ°üàNG ÖàµJh

log :õeôdÉH áÑ°SÉëdG

    مثال (١٠)

:»JCÉj Éªe xπc áª«b ó`L ,áÑ°SÉëdG ádB’G É keóîà°ùe
0^7ƒ````d  (3              3^6ƒ````d   (2             12ƒ````d  (1

πëdG
: q¿CG ó`éf áÑ°SÉëdG ádB’G ΩGóîà°SÉH

 1^07 =  12ƒ````d  (1
0^55 = 3^6ƒ````d  (2

0^15-  =  0^7ƒ````d  (3

.(28-2) πµ°ûdG
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اكتب كل من ال�سيغ الاأ�سية الاآتية ب�سورة لوغاريتمية:  )1
16=4-) 1

2 3 2 =9                                  ب(  ) اأ   ( 
�س-2=�س                               د  (  اأهـ+1 =جــ جـ( 

اكتب كل من ال�سيغ اللوغاريتمية الاآتية ب�سورة اأ�سية:  )2
.5 = 243 3

�س = 3                             ب(  لــــو
2
لــــو اأ   ( 

 2 = �س.
ب
16 ( = 4                د  (   لــــو

625 ( 25
لــــو جـ( 

)�س+1( ثم ار�سم منحناه.
2
3(  جد مجال �لاقتر�ن ق)�س( = لــــو

)�س(، �ر�صم منحنى �لاقتر�ن هـ با�صتخد�م برمجـية �إك�صل.
5
4(  اإذا كان هـ )�س(= 2+ لــــو

اأ(  = 0
 اأ
)لــــو

 اأ
اأثبت اأنّ لــــو  )5

اإذا كان ق)�س ( =  لــــو3 )�س– 1(  فجـد ما ياأتي:   )6
مجـال �لاقتر�ن ق. �أ   ( 

مدى �لاقتر�ن ق. ب( 
ا؟ هل يُعدُّ الاقتران ق متزايدًا اأم متناق�سً جـ( 

حدد نقطة تقاطع الاقتران ق مع محورال�سينات.  د ( 

��صتخدم �لاآلة �لحا�صبة لاإيجـاد �لقيم �لاآتية:  )7
 ) 3

7 )ـ
ه
جــ(  لــــو )ـ0.0022(   

ه
4ـ2     ب(  لــــو

ه
اأ (  لــــو

اإذا كان ق =} )1 ، 0 ( ، )10 ،1 ( ، )100، 2 ( ، )1000 ، 3 ( {،  )8
         فجد قاعدة �لاقتر�ن ق.

 ) 3�س + 3 ( ، فما مجـال �لاقتر�ن ق؟
0 1
اإذا كان ق)�س( =  لــــو  )9

    تمارين و مسائل
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جـد قيمة كلٍّ مما ياأتي:  )10
4)243( 

3
لــــو اأ   ( 

 ) 125 ( 
5
لــــو ب ( 

) 121(  1 1
لــــو جـ ( 

)))16(
2
) لــــو

2
) لــــو

2
لــــو د  ( 

كرة حجـمها 8.601 د�سم3 ، اح�سب م�ساحة �سطح الكرة م�ستخدما اللوغاريتمات.  )11

 ـ) �س +1( م�صتخدمًا برمجـية �إك�صل.
ه
ار�سم منحنى الاقتران  ق)�س ( = لــــو  )12

 �س ، فجد قاعدة ق-1  ثم اأثبت اأنّ:
2
اإذا كان ق)�س( = لــــو  )13

)ق ο ق-1( )�س( = �س اأ   ( 
) ق-ο1 ق( )�س( = �س ب( 

14( اإذا كان ق)�س( = 3)2(�س-1 ،   جـد ق-1)�س(

15(  اإذا كان ق)�س( = 3)2(�س+1،   جـد ق-1)5(
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Logarithms Lawsثانيًا: قوانين اللوغاريتمات   

 �س  حيث اأ≠ 1 ، اأ < 0 اأجب عن الاآتي:
 اأ
من خلال درا�ستك ال�سابقة للاقتران ق)�س( = لــــو

 اأ ؟
 اأ
1(   ما قيمة لــــو

1 ؟
 اأ 
2(   ما قيمة لــــو

 �س   هو اقتران واحد لواحد وهذا يعني اأنّ:
 اأ
تعلمت �سابقًا اأن ق)�س( = لــــو

 �س   اإذا وفقط اإذا كان �س = �س.
 اأ
 �س = لــــو

 اأ
لــــو

  0 = 1 
 اأ
ا بما اأنّ  اأ0 = 1 فاإنّ   لــــو اأ = 1 ، واأي�سً

 اأ 
وبما اأنّ اأ1 = اأ فاإنّ  لــــو

هل هناك قو�نين �أخرى للوغاريتمات؟ 

:á«JB’G ájOó©dG ôjOÉ≤ŸG áª«b óL

  32 
2
 8 + لــــو2 4             2( لــــو

2
لــــو  )1

27 
3
 9        4( لــــو

3
 3 + لــــو

3
لــــو  )3

ماذا تلاحظ؟

(1)¿ƒfÉb
اإذا كانت اأ ، �س ، �س اأعدادًا حقيقية موجبة وكانت اأ ≠1 فاإنّ:

 �س
 اأ
 �س + لــــو

 اأ
�س �س = لــــو

 اأ 
لــــو

البرهان

 �س = ن 
 اأ
افر�س اأنّ لــــو

�س =  اأن                                                                                                                                 )التحويل اإلى ال�سورة الاأ�سية (
 �س = ل

 اأ
لــــو

 �س = األ                                                                                                                               )التحويل اإلى ال�سورة الاأ�سية (
ومنه: �س �س = اأن × األ = اأن+ل                                                                                )قوانين الاأ�س�س(
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بالتحويل اإلى ال�سورة اللوغاريتمية :
 �س �س= ن + ل 

 اأ
لــــو

 �س
 اأ
لكن ن = لــــو

 �س
 اأ
ل= لــــو

�س
 اأ 
 �س + لــــو

 اأ
 �س �س = لــــو

 اأ
ومنه : لــــو

:á«JB’G ájOó©dG ôjOÉ≤ŸG øe πc áª«b óL

  2 
2
 8                      2( لــــو

2
 16 - لــــو

2
لــــو  )1

9 
3
  9                     4( لــــو

3
 81 - لــــو

3
لــــو  )3

ماذا تلاحظ؟

(2)¿ƒfÉb
 اإذا كانت اأ ، �س ، �س اأعدادًا حقيقية موجبة وكانت اأ≠ 1 فاإنّ:

�س
 اأ 
 �س - لــــو

 اأ
�س = لــــو

�س  
 اأ 
لــــو

البرهان
م
افر�س اأنّ �س = اأ

 �س                                                                             )بالتحويل اإلى ال�سورة اللوغاريتمية(
 اأ
م = لــــو
�س = األ 

�س                                                                           )بالتحويل اإلى ال�سورة اللوغاريتمية(
 اأ 
ل = لــــو

- ل                                                                        )قوانين الاأ�س�س(
 
م
  =  اأ

م
 اأ

األ �س = 
�س وبما اأنّ: 

  = م – ل                                                                 )تعريف اللوغاريتم(
�س
�س لــــو اأ  

 �س.
 اأ
�س – لــــو

 اأ 
  = لــــو

�س
�س  اأ 

ومنها لــــو
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:á«JB’G ájOó©dG ôjOÉ≤ŸG øe πc áª«b óL

  3 4 
2
ƒ````d   (2                            4 

2
ƒ````d×3   (1

9 
3
ƒ````d ×2   (4                               29 

3
ƒ````d   (3

?ßMÓJ GPÉe

(3)¿ƒfÉb
:¿EÉa ø«ÑLƒe ør«s«≤«≤M øjOóY ¢S , CG âfÉc GPEG

 ¢S
CG 
ƒ````d ×¿ = ¿ ¢S 

CG 
ƒ````d

البرهان

¢S = ΩCG : ¬æeh , Ω =¢S 
CG 
ƒ````d q¿CG ¢VôaG 

(¿ ¢SCÓd ø«aô£dG ™aQ)                                      ¿(ΩCG) = ¿¢S : ¬æeh
( ¢ù°SC’G ø«fGƒb)                                                       Ω×¿CG = ¿¢S           

: q¿CG èàæj á«ªàjQÉZƒ∏dG IQƒ°üdG ≈dEG πjƒëàdÉHh
 Ω ¿ = ¿¢S 

CG 
ƒ````d

( Ω øY ¢†jƒ©àdG)                                               ¢S
CG 
ƒ````d ¿ = ¿¢S 

CG 
ƒ````d : q¿CG èàæj

     مثال (١)

: »JCÉj Éªe xπc áª«b ó`éa 0^631 =  2  
3
ƒ````d ,1^465 =  5 

3
ƒ````d ¿Éc GPEG

     0^4  
3
ƒ````d ( 2            10  

3
ƒ````d  (1
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πëdG
(2×5) 3

ƒ````d = 10 
3
ƒ````d  (1

(äÉªàjQÉZƒ∏dG ø«fGƒb )                 2 
3
ƒ````d + 5 

3
ƒ````d = 

0^631 +  1^465 = 
2^096 = 

(§«°ùÑJ)
                      

2
5  3

ƒ````d =  4
10   3ƒ``d = 0^4 

3
ƒ````d  (2

(äÉªàjQÉZƒ∏dG ø«fGƒb )                      5 
3
ƒ````d – 2 

3
ƒ````d =

             1^465 - 0^631=
0^834 - =

 تدريب (١)

 : »JCÉj É sªe xπ oc áª«b  ó`éa 0^477= 3
 
 
1
 
0
ƒ````d  ,  0^699 = 5 

1
 
0
ƒ````d ¿Éc GPEG 

45 
1
 
0
ƒ````d  ( 3        0^6  

1
 
0
ƒ````d  ( 2            90 

1
 
0
ƒ````d  ( 1

     مثال (٢)

: »JCÉj Éªe πc áª«b ó`éa 0^ 6309=2 3ƒ``d ¿Éc GPEG
5 3

ƒ````d – 10 
3
ƒ````d (3                9 

3
ƒ````d (2                   8 

3
ƒ````d (1

πëdG
(3 ¿ƒfÉ≤dG)                                   2 

3
ƒ````d3 = 3 2 3

ƒ````d = 8 
3
ƒ````d  (1

             1^8927  = 0^6309×3 = 
(3 ¿ƒfÉ≤dG)                                 3 

3
ƒ````d2 = 2 3 

3
ƒ````d = 9 

3
ƒ````d  (2

                                         2  =  1×2 = 
(2 ¿ƒfÉ≤dG)                              10

5   3
ƒ````d  = 5 

3
ƒ````d – 10 

3
ƒ````d  (3

(≥≤ëà∏d áÑ°SÉëdG ádB’G ΩGóîà°SG ∂æµªj)                      0^6309  =   2 
3
ƒ````d  =                    
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 تدريب )2(

 اإذا كان لــــو5 =  0.699    ،    لــو6=0.7782    ، فجـد كلاv من:
1( لــــو25             2( لــــو75 – لــــو15                                     3( لــــو 50 
7( لــــو 36 30          5( لــــو 900          6( لــــو1.2   4( لــــو 

 تدريب )3(

 اأثبت اأن: 
جـ3-1    ، حيث جـ < 1 جـ2+جـ+1   = لــو   1 لــو ) جــ - 1( + لــو

2

     مثال )3(

اأثبت اأنّ: 
1  لــــو)جــ+4(، حيث جـ < -3

2 جـ+4   =  لــــو )جــ2+7جــ+12( – لــــو)جــ+3( – لــــو

الحل 
بما اأن:  لــــو)جــ2 + 7 جــ + 12( 

                 = لــــو)جــ+3( )جــ+4(                                                       )بالتحليل الى العوامل(
                = لــــو)جــ+3( + لــــو)جــ+4(                                                )قوانين اللوغاريتمات(

جـ+4               اإذن الطرف الاأيمن = لــــو )جــ2 + 7 جــ + 12( – لــو)جــ + 3( - لــــو
جـ+4        )بالتعوي�س( = لــــو)جــ+3(+ لــــو)جــ+4( –  لــــو)جــ + 3( - لــــو

جـ+4            = لــــو)جــ+4(- لــــو
  ) 1

2 جـ+4   = لــــو )جــ+4() = لــــو
1 لــو )جــ+4(                                                              )قوانين الاأ�س�س(

2  =
= الطرف الاي�سر 
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     مثال )4(

اكتب المقادير الاآتية باأب�سط �سورة ممكنة:
81 4  

3
3 27 – 4لــــو

 9 – لــــو
3
2 لــــو  )1

   2  
5
 4 -  لــــو

5
 3  + لــــو

5
3 لــــو  )2

 4  حيث �س < �سفر.
3
1 لــــو

2  �س2 ( + 
3
 �س – لــــو

3
1 )2 لــــو

3  )3

الحل
              81 4

 3
3 27 - 4 لــــو

 9 – لــــو
3
2 لــــو  )1

1
4 )81(

3
3 33 - 4لــــو

)3(2    – لــــو
3
= 2 لــــو

43 
3
لــــو

 
1
4  × 4 - 3 

3
 3 - 3لــــو

3
=  4لــــو

4- 3 - 4 =
4 - 1 =

3- =

   2  
5
 4 -     لــــو

5
 3      + لــــو

5
3 لــــو  )2

2                                                                     )قوانين اللوغاريتمات(  5
 4- لــــو

5
)3(3+ لــــو

5
= لــــو

   2  5
 108 – لــــو

5
2       = لــــو  5

 27×4- لــــو
5
= لــــو

2   (                                                                     )اإنطاق مقام(  ÷108( 
5
= لــــو

2                                                                                  )قوانين اللوغاريتمات(  54 
5
= لــــو

4 
3
1 لــــو

2  �س2 ( +
3
 �س – لــــو

3
)2 لــــو

 
1
3  )3

1
2 )4(

3
 �س2 ( +لــــو

3
 �س2– لــــو

3
) لــــو 1

3  =
 2                                                                                           )قوانين اللوغاريتمات(

3
 = لــــو
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 تدريب )4(

ب  )اأ2+9(، حيث اأ < 3
ب  )اأ-3( = لــــو

ب   )اأ4-81( – لــوب )اأ+3( - لــــو
بين اأنّ  لــــو

:á«JB’G ájOó©dG ôjOÉ≤ŸG øe πc áª«b óL

  16 
4
2( لــــو    16 

2
1( لــــو

 81 
3
4( لــــو  9 

3
 81× لــــو

9
 3( لــــو

 ماذا تلاحظ؟

     مثال )5(

اأثبت اأنّ لــــو 11 + لــــو 30 - لــــو 33 = 1
الحل       

لــــو11+ لــــو 30 – لــــو33 = )لــــو11 + لــــو 30( - لــــو33
                            = لــــو)11× 30( - لــــو 33

                            = لــــو 330 - لــــو 33
 330

33                             = لــــو
                            = لــــو 10 

1 =                            

تعلم اأن اللوغاريتمات ال�ساFعة في الاآلات الحا�سبة هي العادية والطبيعية ، والقانون الاآتي ي�ساعدك 
على ح�ساب اللوغاريتمات ذات الاأ�سا�سات غير ال�ساFعة.

(4)¿ƒfÉb
اإذا كانت اأ ، ب ، جــ اأعداداً حقيقية موجـبة ، وكان اأ ≠ 1 ، ب≠ 1 فاإنّ:

 جــ × لــــوب     اأ  =  لــــوب   جــ
 اأ
لــــو
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?¿ƒfÉ≤dG ‘ 1 ≠Ü , 1≠CG •ô°T ™°Vh ” GPÉŸ ô°ùa

:πµ°ûdG ≈∏Y ≥HÉ°ùdG ¿ƒfÉ≤dG áHÉàc øµªj :á¶MÓe
  `L  

 Ü
ƒ````d

 CG   Üƒ````d  = ``L CG 
ƒ````d

البرهان

¢U = ``L
CG 
ƒ````d , ¢S = CG   Üƒ````d : q¿CG ¢VôaG

:¿ƒµj á«°SC’G IQƒ°üdG ≈dEG πjƒëàdÉH
¢UCG = ``L , ¢SÜ = CG

:¿CG oèàæj  ```L »a CG áª«b ¢†jƒ©àHh
 ¢U ¢SÜ = ¢U(¢SÜ) = ``L

:á«ªàjQÉZƒ``∏dG IQƒ°üdG ≈dEG πjƒëàdÉHh
 ``L CG 

ƒ````d × CG   Üƒ````d = ¢U ¢S = ``L   Ü
ƒ````d

     مثال (٦)

2 
3
ƒ````d × 9 

2
ƒ````d áª«b Ö°ùMG

        πëdG
(4 ¿ƒfÉ≤dG)                                                                                  9 

3
ƒ````d = 2 

3
ƒ````d × 9 

2
ƒ````d

2 3 
3
ƒ````d =                            

               3 3
ƒ````d 2 =

( 2 ¿ƒfÉb)                                                                            2 = 1 × 2 =
 تدريب (٥)

  16 
3
ƒ````d × 9 

4
ƒ````d áª«b Ö°ùMG
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 تدريب )6(

2 9 با�ستخدام الاآلة الحا�سبة
جـد قيمة لــــو

     مثال )٨(

اح�سب قيمة كل مما ياأتي:
 هـ

2
4 13                    2( لــوهـ 5                      3( لــــو

1( لــــو

 ـ 13الحل      
ه
لــــو

 ـ 4
ه
لــــو   =   13 

4
1(لــــو

   = 1.85                                                   )تقريبًا(
2.56
1.38  =

 ـ 5
ه
لــــو

 ـ هـ
ه
 ـ 5    =  لــــو

ه
2( لــــو

  = 1.6                                                                                        )تقريبًا(
1.6

1  =

1   =  1.45                                                            )تقريبًا(
0.69   = 

 ـ هـ
ه
لــــو

 ـ 2
ه
لــــو  هـ    = 

2
3( لــــو

     مثال )7(

 14 
5
اح�سب قيمة لــــو

الحل     
لــــو14                                                 )قانون 4(

لــــو5  = 14 
5
يمكنك اأن تكتب لــــو

                                                                     )با�ستخدام الاآلة الحا�سبة(
1.14
0.69  = 14 

5
ومنه لــــو

  1.65 =
  
38
23   =                      
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     مثال (٩)

:»JCÉj Éªe xπc áª«b Ö°ùMG
(1^4)

9
ƒ````d (3                (7^4)`gƒ``d (2                 7ƒ````d (1

πëdG
(äÉªàjQÉZƒ∏dG ø«fGƒb)                                                   

7  ̀
g
ƒ````d

10  ̀
g
ƒ````d  = 7 ƒ````d  (1

0^82 = 
1^9
2^3  =   

7^4`gƒ``d  (2
(äÉªàjQÉZƒ∏dG ø«fGƒb)                                         (10)`gƒ``d – (74)`gƒ``d = ( 74

10 )`gƒ``d =
(ÉkÑjô≤J)                                              2 =  2^3 – 4^3 =

 
1^4  ̀

g
ƒ````d

9  ̀
g
ƒ````d   = 1^4 

9
ƒ````d  (3

(áÑ°SÉëdG ádB’G ∫Éª©à°SÉH)                                                   0^33
2^1  =                 

0^15 = 
11
70  =                   

 تدريب (٧)

 :  »JCÉj Ée OÉ`éjE’ áÑ°SÉëdG ádB’G Ωóîà°SG
`g 

1
2
ƒ````d (3                     5 8

ƒ````d (2                     2ƒ````d (1
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 تدريب )٨(

�كتب �لعبارة �للوغاريتمية �لاآتية على �صكل لوغاريتم و�حد:
�ـس2        ، حيث �س < �سفر

ه
ه ـ�س - لــــو

 ـ)�س + 2( + لــــو
ه
2× لــــو

     مثال )1٠(

 �كتب �لعبارة �للوغاريتمية �لاآتية على �صكل لوغاريتم و�حد:
1 لــو �س - 3 لــــو)�س + 1(    ،              حيث �س < �سفر

2
1الحل

)�س(2
)�س+1(3  - لــــو)�س + 1(3 = لــــو

1
لــــو �س - 3 لــــو)�س + 1( = لــــو�س2

 
1
2
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    تمارين و مسائل

5 
7
7 175 بدلالة لــــو

عبر عن لــــو  )1

2 
3
3  108 بدلالة لــــو

عبر عن لــــو  )2

اكتب م� ي�أتي ب�أب�صط �صورة ممكنة:  )3

ب  4 ( ÷ )3لــــوب   9 – لــــوب   8 ( , ب<0, ب≠ 1
ب  3– لــــو

)4لــــو اأ  ( 

ب3  حيث اأ, ب, جـ <0 , اأ, جـ ≠ 1
 اأ 
  جـ ÷  لــــو

 اأ
 ـ ب  × لــــو

ج
)لــــو ب( 

اإذا ك�ن لــــو5  = �ص , لــــو 4 = �ص , جـد قيمة لــــو 400 بدلالة �ص , �ص .  )4

 , اأ < 0, ب <0 , اأ ≠ 1, ب ≠ 1
1

ب
 اأ 
اأثبت اأنّ: لــــوب  اأ =  لــــو  )5

جـد قيمة كل مم� ي�أتي :  )6

  5 ×  لــــو 625 10 
1
 
0
لــــو اأ   ( 

 64 7
 49 × لــــو

8
لــــو ب( 

))729 
3
)لــــو

6
)لــــو

5
لــــو جـ( 

)625 
5
 )لــــو

1
2
د  (  لــــو

) لــــو اأ   اأاأ (    , حيث اأ < 0
 اأ 
لــــو هـ ( 

 ـ  ب + 1 , اأ<0, ب<0, جـ<0, جـ ≠ 1
ج
 ـ  اأ + لــــو

ج
 ـ ) اأ × ب ×جـ ( = لــــو

ج
اأثبت اأنّ: لــــو  ) 7

 ـ  ب    , حيث ب < 0
ج
1    =  - لــــو

اأثبت اأنّ: لــــوج ـ   ب  )8

اإذا ك�ن لــــو 3 = 0٫477 , لــو 7 =0٫845 , فجـد قيمة كلٍّ مم� ي�أتي:  )9

لــــو 147          ب ( لــــو63             جـ ( لــــو 210 اأ  ( 
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2 = ) 18
35 170 ( -  لــــو ) 

7 ( + لــــو )  72
34 اأثبت اأنّ :   لــــو )   )10

11( اإذا كان  لــــو اأ = 1.6543   ،   لــــو ب = 3.6543 ، فجـد قيمة �أ بدلالة ب .

12( يتز�يد حجـم مادة ح بمعدل 4% في ال�ساعة وفق العلاقة الاآتية:

ح = ح0) 1+ز(ن  ، حيث ح0: �لحجـم �لاأ�صلي،  ز: معدل �لزيادة في �لحجـم ، ن: �لزمن 
بال�صاعات، بعد كم �صاعة ي�صبح حجـم �لمادة �أربعة �أ�صعاف حجـمها �لاأ�صلي.
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Logarithmic Equation and Identitiesثالثًا: المعادلات والمتطابقات اللوغاريتمية

 ≥ah ó``jGõàj Éjô«àµÑdG Oó``Y q¿CG  ≈dEG  åMÉH π``°UƒJ ,á«JÉ«ëdG Ωƒ``∏©dG äGôÑàîe óMCG »``a
 Éjô«àµÑdG OóY íÑ°ü«d ™bƒàªdG øeõdG ó`éa .äÉYÉ°ùdG OóY (¿) å«M , ¿(2) ×1  ́=  ́ ábÓ©dG

.(1´) »dÉëdG ÉgOóY ±É©°VCG áKÓK ( ´)

 ä’OÉ©ªdG  ¢SQódG  Gòg  »a  ±ô©àà°Sh  ,É¡∏M  á≤jôWh  á«°SC’G  ä’OÉ©ªdG  É k≤HÉ°S  âaô©J
.É k°†jCG É¡u∏M á≤jôWh  á«ªàjQÉZƒ∏dG

    ∞jô©J
.(á«ªàjQÉZƒd ádOÉ©e) ôãcCG hCG Év«ªàjQÉZƒd G kQGó≤e øª°†àJ ádOÉ©e πc ≈ª°ùJ

:á«ªàjQÉZƒ``d ä’OÉ©e ≈∏Y á∏ãeCG á«JB’G ä’OÉ©ªdÉa
2 = (¢S) 

3
ƒ````d  - (3+¢S2) 3

ƒ````d (2           3 = (3+ ¢S2) 2
ƒ````d (1

3 =  5  
¢S
ƒ````d ×  3¢S  

5
ƒ````d (3

.á«°SC’G á¨«°üdG ≈dEG á«ªàjQÉZƒ∏dG á¨«°üdG øe ádOÉ©ªdG ∫ƒëf á«ªàjQÉZƒ∏dG ádOÉ©ªdG uπëdh

     مثال (١)

3 = ( 3 + ¢S2) 2ƒ``d  :á«ªàjQÉZƒ∏dG ádOÉ©ªdG qπ oM
 (ºàjQÉZƒ``∏dG ∞jô©J)                                                         3( 2 ) = (3 + ¢S2)

(§«°ùÑJ)                                               8  =3 + ¢S2
 5 = ¢S2
2^5 = ¢S

{2^5} :»g πëdG áYƒª`ée
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     مثال )2(

 )1+ �س ( = 2
3
3 )2 – �س ( – لــــو

حُلّ المعادلة: لــــو
الحل

 )1 + �س( = 2
3
 )2 - �س( - لــــو

3
 لــــو

 ( = 2                       )قوانين اللــوغاريتمات(
2- �س
1+ �س  ( 

3
لــــو

 = ) 3  (2 = 9                             )تعريف اللــوغاريتم(
2-�س
1+�س  

2- �س = 9 )�س + 1 (
2 – �س = 9�س + 9

10 �س = -7
�س = - 0.7

     مثال )3(

 )�س+2 ( = 3
2
 �س  + لــــو

2
حُلّ المعادلة  لــــو

الحل
بتطبيق قوانين اللــوغاريتمات نح�سل على:

 )�س )�س+2(( = 3
2
لــــو

ثم نحول الى ال�سيغة الاأ�سية 
�س)�س +2 ( = )2(3                                                        )تعريف اللــوغاريتم(

�س2 + 2�س = 8
�س2 + 2�س – 8 = 0

)�س+4( )�س - 2( = 0
اإما �س+4 = 0 ومنها �س= -4   )تهمل، لماذا؟(
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 تدريب )1(

)�س+1( = 2
5
)3- �س ( – لــــو

5
حُلّ المعادلة الاآتية: لــــو

     مثال )4(

يتكاثر نوع من الكاFنات الدقيقة ح�سب العلاقة:  ع = ع0 ) 1+ ز (ن ، حيث ز : ن�سبة الزيادة في 
ال�ساعة الواحدة، ن : عدد ال�ساعات،  ع0 = العدد الحالي، ع : العدد المتوقع  بعد ن �ساعة، اإذا 

كانت ن�سبة الزيادة 3%، ما الوقت اللازم لي�سل العدد الى ثلاثة اأ�سعاف العدد الاأ�سلي؟

الحل
ع = ع0 ) 1+ ز (ن

3ع0 = ع0 ) 1+ 0.03 (ن                                                )ع = 3ع0(
 3 = ) 1.03 (ن 

لــــو3 = لــــو ) 1.03(ن                                            )اأخذ اللــوغاريتم للطرفين (
لــــو3 = ن لــــو ) 1.03(                              )تعريف اللــوغاريتم(

  ن = )لــــو3 ( ÷ ) لــــو )1.03(
  = 0.477 ÷ 0.013 = 37  �ساعة تقريبًا.

 تدريب )2(

حُلّ الم�ساألة الــواردة في بداية الدر�س.

اá≤HÉ£àŸ ال∏á«ªàjQÉZƒ: عبارة ريا�سية تت�سمن مقدارًا لوغاريتميًّا اأو اأكÌ، وتكون �سحيحة لجـميع 
    قيم المتغيّر فيها.

اأو  �س- 2 = 0 ومنها �س= 2
مجـموعة �لحل هي: }2{

تحقق من �سحة الحل.

وبعد اأن تعرفت المعادلة اللــوغاريتمية وطريقة حلِّها �ستتعرف المتطابقة اللــوغاريتمية.
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    مثال )5(

اأثبت �صحة المتطابقة الآتية:
�س     ، حيث �س < 0

 اأ  
د لــــو

ن   = �سد ن

 اأ
لــــو

الحل 
�سد ن

 اأ
الطرف الأيمن = لــــو

د                )التحويل اإلى ال�صيغة الأ�صية(
ن  �س 

 اأ 
=  لــــو

 �س                              )تعريف اللــوغاريتم(
 اأ
د لــــو

ن   =
= الطرف الأي�صر

    مثال )6(

= - 1     ، حيث ب < 0 ، جـ  < 0     اأ جـ
لــــو

ب2
 اأ جـ2

بلــــو
 اأ
- لــــو 1

2
 اأثبت اأن  

                              

 اأ جـ
لــــو

ب2
 اأ جـ2

بلــــو
 اأ
- لــــو 1

2
الطرف الأيمن = 

 اأ جـ
لــــو

ب
 اأ
جـ2 - لــــو

 اأ
1 لــــو

2 ب2 - 
 اأ
  لــــو

1
2

 =

 يمكن اإثبات المتطابقة باإحدى الطرق الآتية:
1( نبداأ بالطرف الأيمن للو�صول للطرف الأي�صر.
2( نبداأ بالطرف الأي�صر للو�صول للطرف الأيمن.

ه. 3( تب�صيط الطرفين معًا للو�صول اإلى المقدارنف�صِ



273

    مثال )7(

�أثبت �أنّ: 
�ص2 = �صفرً�      , حيث �ص < 0 , �ص < 0

 �أ
 )�ص �ص( + لــــو

 �أ
�ص2– 2لــــو

 �أ
لــــو

الحل
�ص2

 �أ 
 )�ص �ص( + لــــو

 �أ
 �ص2  - 2 لــــو

 �أ
�لطرف �لأيمن = لــــو

 �ص
 �أ
�ص( + 2لــــو

 �أ
 �ص + لــــو

 �أ
�ص – 2)لــــو

 �أ
                        = 2لــــو

�ص
 �أ
�ص + 2لــــو

 �أ
�ص - 2لــــو

 �أ
�ص - 2لــــو

 �أ
                       = 2لــــو
                       = �صفرً� 

                       = �لطرف �لأي�صر

 �أ جـ
لــــو

ب
 �أ
جـ - لــــو

 �أ
ب -  لــــو

 �أ
  لــــو

 =

1 - = 
جـ

 �أ
- لــــو

جـ
 �أ
لــــو   =

=  �لطرف �لأي�صر
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     مثال (٨)

0 < ¢U < ¢S å«M ,    (2¢U -2¢S)
2
ƒ````d

 
1
2   =   ¢U+¢S

2
ƒ````d +  ¢U-¢S

2
ƒ````d : q¿CG âÑKCG

πëdG
 øªjC’G ±ô£dG  

     ¢U+¢S 2ƒ``d +  ¢U-¢S
2
ƒ````d   =

(¢U + ¢S ) 
2
ƒ````d 

1
2   + ( ¢U – ¢S) 

2
ƒ````d 1

2    =

 (¢U + ¢S ) (¢U – ¢S) 
2
ƒ````d 

1
2    =

  (2¢U –2¢S) 
2
ƒ````d 

1
2    =

 .ô°ùjC’G ±ô£dG   =

 تدريب (٣)

:á«JB’G á≤HÉ£àªdG áë°U âÑKCG
2 < ¢S ,

 1+¢S
 2 -¢S

  
 3
ƒ````d  = (2 – ¢S) 2(1 + ¢S)

3
ƒ````d  -  2(2 – ¢S) ( 1+ ¢S )

3
ƒ````d 
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    تمارين و مسائل

حُلّ كلاًّ المعادلات الاآتية:  )1
 �س – لــــو2  )�س – 1( = 3 

2
لــــو اأ   ( 

 )6 – �س( = 2
3
 �س + لــــو

3
لــــو ب( 

 )�س – 1( = 1
5
) �س+ 1( – لــــو

5
لــــو جـ( 

2 2�س – 3   =  7 3�س + 5  د  ( 

7- �س -1    = 28  هـ ( 

يتزايد عدد �سكان مدينة بن�سبة زيادة 4% �سنويًّا وفقا لعلاقة النمو والا�سمحلال، بينما كانت   )2
ن�سبة الوفيات 1% �سنويًّا، حدد الــوقت اللازم لي�سبح عدد ال�سكان مثلي العدد الحالي.

حُلّ المعادلة الاآتية: لــو 3�س + لــو )�س – 2( = 0.                                                           )3

تتناق�س كتلة مادة م�سعة مع مرور الزمن وفقًا للعلاقة:  )4
ك = ك1 × 10-24ن، حيث ك1: الكتلة الاأ�سلية، ك: الكتلة بعد مرور ن �ساعة.

جـد الزمن الذي تكون عنده الكتلة م�ساوية ن�سف الكتلة الاأ�سلية.

ترتبط قوة زلز�ل )ق( على مقيا�س ريختر بالطاقة �لنا�صئة )�س( مقا�صة بالجـول وفقًا للعلاقة   )5
�لاآتية: لــو �س = 14.4 + 5.1 ق

جـد مقدر �لطاقة �لنا�صئة عن زلز�ل قوته 8.2 على مقيا�س ريختر.

تحتاج كتلة من الراديوم تبلغ )50(غ  اإلى )5615( �سنة لت�سبح )5( غر�مات نتيجـة للتحلل   ) 6
�لاإ�صعاعي، فاإذ� كانت �لعلاقة بين �لكتلة و�لزمن تعطى بالعلاقة:

حيث ك0 : الكتلة الاأ�سلية، ك: الكتلة بعد مرور ن �سنة  ، جـ: عمر 
-ن
× )2(  جـ ك = ك0 

الن�سف لمادة الراديوم. 
جـد عمر الن�سف لمادة الراديوم.
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7 ( اأثبت �صحة المتطابقات الآتية:

 �س + 1   ، �س < -1
2
)�س2 + 2�س+1 ( =  لــــو

2
 )�س + 1(3  - لــــو

2
لــــو  اأ  ( 

لــــو �س + لــــو )�س+1( = لــــو ) )�س2 + �س( ÷ 5 ( + لــــو5 ، �س < 0 ب( 

 ) �س4– 16( ، �س < 2
2
) �س2 +4(   =  لــــو

2
 ) �س+ 2( + لــــو

2
) �س – 2( + لــــو

2
لــــو جـ( 

، 0 > �س > 1
   2

لــــو)1-�س( 1-�س0٫5  =   1+�س0٫5 +  لــــو لــــو   د ( 
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حول كلاًّ من ال�سيغ الاأ�سية الاآتية اإلى ال�سيغة اللـوغاريتمية:  )1
1

16 5 3  =  125                                 ب( 2 -4 =  اأ  ( 
2 5 = 32                                      د  ( �سن = �س جـ( 

حول كلاًّ من ال�سيغ اللــوغاريتمية الاآتية اإلى ال�سيغة الاأ�سية:   )2
 3  = ) 8

27 (
2
3

1ـ = 0     جـ( لــــو
ه
 81 = 4           ب( لــــو

3
اأ( لــــو

حل كلاًّ من المعادلات الاآتية:  )3
.

(2�س 1
8 1                            ب( 2 3 - �س     = )

243 اأ   ( 3�س – 1  = 
)�س-1( = 2

3
3 �س – لــــو

)�س+5( = 2      د  (  لــــو
2
)�س+1( + لــــو

2
جـ( لــــو

3 �س( = 1
)لــــو

4
�س(( = 0           و  (  لــــو

3
)لــــو

5
)لــــو

6
هـ( لــــو

جـد �لمجـال و�لمقطع �ل�صاد… للاقتر�ن ق �لمعطى بالقاعدة �لاآتية:  )4
ق)�س( = 2+ هـ-�س .

با�ستخدام الاآلة الحا�سبة جـد :  )5
اأ  ( لــــو 4.372        ب( لــــو 0.874        جـ( هـ1.2 

ار�سم منحنى كلٍّ من الاقترانات الاآتية:  )6
ه ـ�س3

اأ   ( �س = 3- 2هـ �س             ب( �س = 2 + لــــو
�ـس         د  ( ك )�س( = )2( 3-�س

ه
جـ( ق)�س( = -4 + لــــو

أسئلة الوحدة
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اأثبت �سحة كلٍّ من المتطابقات الاآتية.  )7
) جـ+5 لــــو)جــ2 + 7جــ +10( - لــو)) جـ + 2( ×    اأ  ( 

1 لــو ) جــ + 5( ، حيث جـ < -2
2  =  

جـ3-31 ، حيث جـ < 1 جـ2+ جـ +31 =  لــو   لــــو )جـ - 1( + لــو 
1
3 ب( 

جـد قيمة كلٍّ مما ياأتي:  )8
)) 2 ()16(( 

2
 8          ب(  لــــو

1
2

لــــو اأ   ( 
1
4  6

 5( × لــــو
2
 30 – لــــو

2
1                    د  (  )لــــو

5  9
1 لــــو

2  ×3 
5
لــــو جـ( 

16 
 7
 4 × لــــو

8
 49 × لــــو

2
                    و  (  لــــو

     8  
5
لــــو

64 5
5  - لــــو

لــــو32
هـ(  

9( �كتب �لعبار�ت �للــوغاريتمية �لاآتية على �صكل لــوغاريتم و�حد:
 )�س + 1( ، حيث �س < �سفر

3
3 + لــــو  

3
 �س-1 × لــــو

3
1 لــــو

4  �س - 
3
– لــــو اأ  ( 

5 (م (
5
 12 م  × لــــو

5
1  لــــو

2 5 15 م  + 
 9م – لــــو

5
2 لــــو ب( 

اإذا كان لــو5 = 0.699      ،    لــو9 = 0.9542   )10
جـد قيمة كلٍّ مما ياأتي:

 3 1 لــــو2         ب( لــــو 6.               جـ(  لــــو 2.            د( لــــو5
3 اأ  ( 

11( جـد قيمة كلٍّ مما ياأتي :
 2 5 + لــو لــو   اأ   ( 

81 
5
5 × لــــو 3

3 × لــــو 9
لــــو  ب( 
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16 5
 4   + لــــو

5
لــــو

4 5
 2   +لــــو

5
لــــو

 
جــ(

حُلّ كلاًّ من المعادلات الاآتية:  )12
4 =  5 

2
 )2�س – 3( × لــــو

5
لــــو اأ   ( 

) �س3 –19(   =6
2
ب(  2لــــو

2 ) لــو�س2 ( = 1
لــــو جــ( 

لــــو �س2 + لــــو �س2  = 8  د  ( 

13( اكت�سف العلماA اأنّ المادة تتحول اإلى طاقة، والمعادلة التي اكت�سفها )اآين�ستاين( للعلاقة 
بين �لطاقة ط ، وكتلة �لمادة ك هي: ط = ك × )ع�س(2 حيث ك: الكتلة بالكيلــو غرام ، 
ع�س : �سرعة ال�سوA = 2.99×810 م / ç، وعندها تكون �لطاقة �لمقدرة بالجـول، 

جـد الطاقة التي تعادل اإلكترونًا واحدًا، )كتلة الاإلكترون هي: 9×10 -25كغ(.

ا؟ 14( اأيُّ الاقترانات الاآتية يكون متزايدًا واأيُّها يكون متناق�سً
(�س 5

2 ق)�س( = 100 ) اأ  ( 
ق)�س( = 005. × 8�س ب( 
1 �س

2 ق )�س( = 155   جـ( 
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15( �إذ� كانت �لعلاقة �لتي تربط قوة �لزلز�ل بالطاقة �لناتجـة عنه هي : 

 11.810
ط

   2
3

ق =  لــــو

حيث ق : قوة �لزلز�ل بالدرجـة،    ط : �لطاقة �لناتجـة عن �لزلز�ل .
�ح�صب كمية �لطاقة �لناتجـة عن زلز�ل قوته 8.1 وحدة على مقيا�س ريختر .

16( تتحلل مادة م�سعة وفق العلاقة  ت = ت0    * )هـ(-0238. * ن، حيث ت0: الكمية الابتداFية 
بالغر�م، ت: �لكمية �لمتبقية بالغر�م، ن: �لزمن )�ل�صنو�ت(، كم ي�صبح �لجـزA �لمتبقي 

من المادة بعد 25 �سنة، علماً اأنّ ت0    = 40 غم؟

17( وجـد عالم مخطوطة، وادّعى اأنّ عمرها )2000( �سنة، اإذا كانت المخطوطة تحتوي 
على 78% من الكربون الاأ�سلي )الكربون 14(، بيّن فيما اإذا كان ادّعاA العالم �سحيح 

علمًا باأن الكربون يتحلل ح�سب العلاقة ع )ت( = ع0 * ت *  هـ-00012. * ت 
حيث ت: الزمن بال�سنوات، ع0 : الكمية قبل التحلل.

ا م�ستقيمًا اأفقيًّا. 18( �سف متى يكون الاقتران ق)�س( = اأ × )ب(�س خطًّ

�أربعة  فقرة  لكل  متعدد،  من  �لاختيار  نوع  من  فقر�ت  �صبع  من  �ل�صوؤ�ل   �òه يتكون   )19
بداFل، واحد فقط منها�سحيح، �سع داFرة حول رمز البديل ال�سحيح: 

 ت�ساوي :
1
5 قيمة  -243  )1(

اأ   ( 7                ب(  -3
جـ( 3                 د (  -7
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16 ( ت�ساوي:
81 (

 3
2

قيمة لــــو  )2(

9                     ب(  4 
2- اأ   (   

4                      د (  -4
9 جـ(   

مجـال �لاقتر�ن �لمعطى بالقاعدة ق)�س( = لــــو)2 – �س ( ي�ساوي:  )3(
اأ   ( )-∞،2(                ب(   }2{

جـ( )-∞،2[              د (  )2،∞(
)4( مدى �لاقتر�ن �لمعطى بالقاعدة ق)�س( = 3 – �س ي�ساوي:

اأ   (  )1،∞(                  ب(  )-∞، 0(
جـ(  )0،∞(               د (  )-∞،1(

2  �س = 1 :
)5( قيمة �س التي تحقق المعادلة 3- لــــو

1                         ب( 2  اأ   (  
جـ( -1                        د ( 4 

)6( نقطة تقاطع المنحنى �س- 3�س+2 = 0مع محور ال�سادات:
اأ   (  )3،0(                  ب(  )0، -2( 

جـ(  )9، 0(               د (  )0، 9(

  ، فاإنَّ  لــوب32 ي�ساوي:
1
3 *)7( اإذا كان لــوب2 = 

اأ   (   2                        ب(  5
5
3 د (      

    
3
5 جـ( -

* �ل�صوؤ�ل من �أ�صئلة  �لاختبار�ت �لدولية



طرائق العد

العدt مهارة اأ�سا�سية نحتاج اإليها في مجالت الحياة المختلفة، ويعتمد الإح�ساء على طرق 
العد في اختيار العينات التي يحللها ومن خلالها ي�سدر بع�س النتائج، فمثلًا اإذا اأراد مر�سّح في 
البيانات وتحليلها، وكذل∂  يعتمد على جمع  فهو  فر�س نجاحه  يعرف  اأن  النيابية  النتخابات 
الأمر بالن�سبة للطبيب الذي يرغب في معرفة مدى انت�سار مر�س معين، والمزارع الذي يرغب 

في معرفة مدى نجاح زراعة نوع معين من النباتات.

تعتمد طريقة العد التي ن�ستخدمها على طبيعة الموقف، فطريقة العد التي نتبعها عندما يكون 
به،  التكرار م�سموحًا  يكون  نتبعها عندما ل  التي  العد  به تختلف عن طريقة  التكرار م�سموحًا 
�سنتعر�س في هذه الوحدة اإلى مبداأ العد الأ�سا�سي و م�سروب العدد ال�سحيح والتباديل و التوافيق.

6



يتوbع مø ال£الÖ بعó دQاSصة òg√ الوIóM اأ¿ يµو¿ bادQا Yل≈:

  التعرف اإلى مبداأ العد الأ�سا�سي.
  ا�ستخدام مبداأ العد الأ�سا�سي في حلّ م�سائل حياتية.

  ا�ستق�ساء التباديل والتوافيق وم�سروب العدد ال�سحيح غير ال�سالب.
  حلّ م�سائل حياتية، با�ستخدام التباديل والتوافيق.

Counting Methods
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ع�öين  على  يحتوي  ب�سكويت  فيه  �سحن  فتاة  اأمام 
قطعة، اثنتا ع�öة قطعة طرية والباقي قا�سية، كم عدد الطرق 
قطع   çثلا اختيار  الفتاة  هذه  خلالها  من  ت�ستطيع  التي 

ب�سكويت بحيث يُوجد قطعتان قا�سيتان وواحدة طرية؟

                     النتاجات
• تتعرف مبداأ العد.

• ت�ستخدم مبداأ العد في حلّ م�سائل حياتية.

Counting Principle                       مبدأ العد الفصل الأول

     مثال )١(

ال�سيارات و كل  ال�سيارات وجد نوعين من  اإلى معر�س  �سيارة وعندما ذهب  يريد محمد �سراء 
منهما بثلاثة األوان  )اأ�سود، اأحمرواأخ�سر(، بكم طريقة يمكن لمحمد اختيار �سيارة؟ 

الحل
لإيجــاد عــدد الطرائــق �سيتم الختيــار على 
مرحلتيــن، المرحلــة الأولــى اختيــار نــوع  
ال�سيــارة وتتم بطريقتيــن، والمرحلــة الثانية 
اختيار اللــون وتتم بثــلاç طرائق وبح�سب 

طريقة ال�سجرة 
عدد  ي�سبح   )1-6( ال�سكل  في  المو�سحة 
د  لمحمَّ يمكن  خلالها  من  التي  الطرائق 
اختيار ال�سيارة بها هو 6 طرق، و يمكن كتابة 

الختيارات على ال�سكل }النوع1 اأحمر، النوع1 اأخ�سر، النوع1 اأ�سود، النوع2 اأحمر، النوع2 
اأخ�سر، النوع2 اأ�سود{. لكن هذه الطريقة تكون �سعبة لو كان عدد المراحل اأكثر.

نوع2 اأخ�سر

نوع2 اأ�سود

نوع2 اأحمر

نوع1 اأ�سود

نوع1 اأخ�سر

نوع1 اأحمر

النوع1

النوع2

ال�سكل )1-6(.
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 çثلا لها  الثانية  المرحلة  و  طريقتان  ولها  الأولى  المرحلة  مرحلتين  على  الختيارتم  اأن  لحظ 
طرائق، وعليه يكون عدد الطرائق هو: 2×3 =6 طرائق وهو نف�سه عدد فروع ال�سجرة في الر�سم.

     مثال )2(

كم عددًا مكوّنًا من منزلتين يمكن تكوينه من مجموعة الأرقام }5، 7، 9{؟

الحل
بما اأن المطلوب تكويــن اأعداد فاإن التكرار 
م�سموح اأي اأننا ن�ستطيع اختيار منزلة الآحاد 
واختيــار منزلــة الع�ســرات بثــلاç طرائق، 
وبذل∂ تكون الخيارات كما هو مو�سح  في 
ال�سكل)6-2(، وبِعدu فروع  ال�سجرة يكون 

عدد الأعداد هو9.
لكن اإذا �سربنا عدد اختيارات منزلة الآحاد  

بعدد اختيارات منزلة الع�سرات ينتج:
.9 = 3 × 3

ال�سكل )2-6(.

55

75

5

7

9

5

7

9

5

7

9

9

7

5

95

57

77

97

59
79

99

 تدريب )١(

األقي حجر نرد وقطعة نقد معدنية معًا مرة واحدة، ما عدد النتائج المتوقع ظهورها؟ 

.óاأ العóلحظ اأن المثالين ال�سابقين يقدمان مب

 ádõæŸG  ‘  ºbôdG   QGôµJ  ¿Éc  GPEG  (2)  ∫ÉãŸG  ‘  œÉædG  ¿ƒµ«°S  GPÉe  

?¬H ìƒª°ùe ÒZIóMGƒdG
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     مثال )3(

اأراد �سمير الذهاب اإلى حفلة وعندما نظر في خزانته 
وجد اأمامه  قمي�سين واأربعة بناطيل وحذاءين و ثلاثة 
معاطف، ما عــدد خيارات �سميــر لختيار ملاب�سه 

المكوّنة من قمي�س وبنطال وحذاء ومعطف؟

الحل
لـو اأردنـا حلّ الم�ساألة با�ستخدام ال�سجرة لوجدنا �سعوبة بع�س ال�سيء. لختيار الملاب�س �سيقوم 
مختلفتان،  طريقتان  ولهـا  قمي�س  اختيار  الأولى  المرحلـة  مراحل  اأربـع  على  بالختيار  �سمير 
والمرحلة الثانية اختيار بنطال ولها 4 طرق مختلفة والمرحلة الثالثة اختيار حذاء ولهـا طريقتان 
عدد  ي�سبح  وبذل∂  مختلفة،  طرق   çثلا ولها  معطف  اختيار  الرابعة  والمرحلة  مختلفتان، 

الخيارات هو: 2 × 4 × 2 × 3 = 48 طريقة لختيار ملاب�سه.
اإن ح�ساب عدد الطرق للاأمثلة ال�سابقة يعتمد على مبداأ ي�سمى مبóاأ العó الأSصاSصي.

مبóاأ العó الأSصاSصي

اإذا ” اإجراء عملية على ∑ من  اŸراحل حيث اإنّ اŸرحلة الأولى لها ن1 من الطرق، اŸرحلة الثانية 
لها ن2 من الطرق ، اŸرحلة الثالثة لها ن3 من الطرق، وهكذا حتى اŸرحلة الأخÒة )∑( التي 
لها ن∑من الطرق، فاإنه Áكن اإجراء العملية كاملة بطرائق عددها = ن1×ن2 ×ن3×.....×ن∑ 

طريقة، على فر�س اأن الختيار ‘ اأي مرحلة ل يوؤثر ‘ الختيار ‘ اŸراحل الأخرى.

 تدريب )2(

ذهبت �سارة اإلى مطعم لتناول وجبة طعام  وعندما نظرت في قائمة الطعام وجدت اأمامها 
الحلوى، بكم طريقة  اأنواع من  واأربعة  الع�سير،  اأنواع من  �سبعة  اللحوم،  اأنواع من  ثلاثة 
يمكن اختيار وجبة مكوّنة من نوع واحد من اللحم ونوع واحد من الع�سير ونوع واحد 

من الحلوى؟
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 تدريب )3(

ما عدد النتائج المتوقعة في تجربة اإلقاء  قطعة نقد معدنية منتظمة خم�س مرات متتالية؟

 تدريب )4(

كم كلمة مكونة من اأربعة اأحرف، يمكن تكوينها من مجموعة الأحرف }و، اأ، هـ، م، ن، 
�س{, ولا ي�شترط �أن يكون للكلمة معنى مع مر�عاة عدΩ تكر�Q �لحر±؟

     مثال )4(

اإذا األقيت ثلاثة اأحجار نرد منتظمة مرة واحدة، ما عدد النتائج المتوقع ظهورها؟

الحل
تتم العملية على ثلاç مراحل كل مرحلة لها �ستة اختيارات فيكون عدد النتائج المتوقع ظهورها هو:

6× 6× 6 = 36 = 216                                                         )ا�ستخدام مبداأ العد(
وفي هذه الحالة التي يكون عدد الخيارات) ∑(  لكل مرحلة من مراحل التجربة م�ساوياً لعدد 
النتائج  عدد  يكون  ن،  المراحل  وعدد   ،∑ بالرمز  له  ولنرمز  الأخرى  المراحل  في  الخيارات 

المتوقعة = ) ∑(ن.



288

    تمارين و مسائل
هنال∂ ثلاç مدن اأ ، ب ،  جـ وهنال∂ 5 طرق ت�سل المدينة اأ بالمدينة ب و 3 طرق ت�سل ( 1

جـ  المدينة  اإلى  الو�سول  �سخ�س  اأراد  اإذا   )3-6( ال�سكل  انظر  جـ،  بالمدينة  ب  المدينة 
انطلاقًا من المدينة  اأ   مرورًا بالمدينة ب ما عدد الطرائق التي يمكنه �سلوكها؟ 

ال�سكل )3-6(.

جـباأ

في اأحد محلات بيع اأ�سما∑ الزينة يحتوي اأحد اأحوا�س هذا المحل على 7 �سمكات ذهبية ( 2
و 8 �سمكات �سوداء، اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

ما عدد طرق اختيار3 �سمكات اإذا كانت ال�سمكة التي نختارها ل تعاد اإلى الحو�س  اأ   ( 
)بغ�سّ النظر عن لون ال�سمكة(؟

مْ طريقةً يمكن اختيار 3 �سمكات اأول اثنتين ذهبيتين علماً باأنّ البائع يتفقد ال�سمكة  nبِك ب( 
ثم يعيدها اإلى الحو�س؟

الخيارات ( 3 عدد  ما  اأرقام،  اأربع  من  مكون  الخلوي  لهاتفه  �سري  رقم  اختيار  �سخ�س  اأراد 
المتاحة اأمام هذا ال�سخ�س في كلٍّ من الحالت الآتية:

.ä�Qياîشروط على �لT شعVتو ºل �PE� �أ   ) 

.� kرØشU …شاوùانة �لاأولى لا تîشترط �أن �لT� �PE�  (Ü

اإذا لم ي�سمح بتكرارالرقم في العدد. جـ( 
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كم عددًا فرديًّا مكوّنًا من منزلتين يمكن تكوينه من مجموعة الأرقام: }2، 1، 5،3،6،4{ ( 4
في كلٍّ من الحالت الآتية:

اإذا �سُمح بتكرار الرقم في العدد. اأ   ( 

اإذا لم يُ�سمح بتكرار الرقم في العدد. ب( 

بكم طريقة يمكن تكوين عدد مكوّن من )3( منازل من مجموعة الرقام } 1، 2، 3،4، ( 5
5،  6{ بحيث يكون العدد الناتج اأكبر من 300؟

بكم طريقة يمكن كتابة اقتران على ال�سورة ق)�س( = اأ �س3 +ب �س2+جـ �س - 5 . حيث ( 6
)اأ ، ب ، جـ( معاملات ماأخوذة من المجموعة }– 2، -1، 1، 2 { اإذا كان :

تكرار المعاملات غير م�سموح به. اأ   ( 
تكرار المعاملات م�سموحًا به. ب( 

حُلّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.( 7
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اجتمع ع�öة اأ�سخا�س ‘ موؤ“ر وقبل الجتماع 
قام كل �سخ�س Ã�سافحة الباقÚ، بكم طريقة Áكن اأن 

–دç اŸ�سافحات؟

                     النتاجات
• تتعرف م�سروب العدد ال�سحيح غير ال�سالب.

• ت�ستخدم الم�سروب في حلّ م�سائل حياتية.

Factorial                                          المضروب الفصل الثاني

     مثال )١(

في اأحد ال�سفوف اأراد خم�سة طلاب الجلو�س على خم�سة مقاعد على ا�ستقامة واحدة، ما عدد 
الطرق الممكنة لجلو�س الطلبة؟

الحل
اأمام الطالب الأول خم�س طرق لختيار مقعده، وبعد اأن يجل�س الطالب الأول يكون اأمام الطالب 

الثاني اأربع طرق لختيار مقعده، وهكذا:
وبذل∂ يكون عدد طرق الجلو�س الممكنة للطلبة هو: 

)مبداأ العد( 5×4×3×2×1= 120طريقة.        
وهذا ما يُعرف بم†صروب العóد.

الم†شروب
ليكن ن عددًا �سحيحًا غÒ �سالب، يعرف م�öوب العدد ن الذي يرمز له بالرمز ن! على اأنه 

اŸقدار:  ن×)ن-1(×)ن-2(×......×3×2×1 ويكون م�öوب ال�سفر=0! =1

 تدريب )١(

 بكم طريقة يمكن تكوين عدد مكوّن من اأربع منازل من مجموعة الأرقام:
} 7،8،5،3 {، مع مراعاة عدم تكرارالرقم في العدد.
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     مثال )2(

جد قيمة كل مما ياأتي:
!1)3    

 !6
!8

 
)2     !4  )1  

الحل
4!   = 4×3×2×1=24                                )تعريف الم�سروب (  )1  
6×5×4×3×2×1       )تعريف الم�سروب(

1×2×3×4×5×6×7×8
 
=

 !6
!8

 
)2

 
= 8×7                       )اخت�سار(

56 =
ويمكن الحل بطريقة اأخرى اأكثر اخت�ساراً:

)تعريف الم�سروب(
          !6

!6×7×8  = 
 !6
!8

= 8×7          )اخت�سار( 
 56 =

1 = !1  )3
 تدريب )2(

جد قيمة كل مما ياأتي: 

!6×!2
!8 )3    !16

!20  )2   !7 )1

     مثال )3(

اح�سب قيمة ن، حيث ن  �س+  ، في كلٍّ مما ياأتي:
ن! =72

)ن+2(!  )2 1(4)ن!( =96    

الحل
4)ن!(= 96           )بق�سمة الطرفين على 4(  )1  
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ن! =24                                                         )تحليل(
ن! = 4×3×2×1 

ن! = 4!                 )تعريف الم�سروب(
  ن =4 

ن! = 72 
)ن+2(!

 )2  

= 72             )تعريف الم�سروب( ن!
)ن+2()ن+1(ن!

)ن+2()ن+1(=72             )اخت�سار(
)ن+2()ن+1(=9×8            )تحليل اإلى عوامل(

)ن+2(=9              )مقارنة الطرفين(
ن= 7               )طرح 2 من الطرفين(

     مثال )4(

ا�ستخدم الآلة الحا�سبة لإيجاد 7!

الحل
ا�سغط على          ثم             ثم               ثم             فيظهر الناتج على ال�سا�سة

 تدريب )3(

اح�سب قيمة ن، ن  �س+، في كلٍّ مما ياأتي:
2(5 )ن!(=3600 ن! =336    

)ن+3(! )1

 تدريب )4(

ا�ستخدم الآلة الحا�سبة لإيجاد:
!11)3    !13 )2    !12  )1 

75040
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عبر عن كلٍّ من المقادير الآتية با�ستخدام الم�سروب:  )1  
7×6×5×4×3×2×1 اأ   ( 

13×14×15×16 ب( 

1×2×3
جـ(  7×6×5×4

ب�سّط كلاًّ من المقادير الآتية:  )2  

)ن+2(! 
)ن+4(! 118!×5!            جـ( 

!120 ب(    !2!18
!20

 
اأ  (

جد قيمة كُلٍّ مما ياأتي:  )3  
 !5×!11

!16 ب( 8!-6!                  جـ(      !5  اأ  ( 

هـ ( )9-4(!       و ( 5)4!(              !6
!8 د ( 

جد قيمة كُلٍّ مما ياأتي:  )4  
د( )4×5(! )4+5(!       ب( 4! + 5!        جـ( 4!×5!   اأ  ( 

اح�سب قيم ن في ما ياأتي، ن  �س+:  )5  
اأ  (   2))5ن(!( =240               ب( )4ن-2(! =720

حُلّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.  )6  
اأراد ثلاثة  اأ�سخا�س الخروج من غرفة بابها يت�سع ل�سخ�س واحد فقط، ما عدد الطرق التي   )7  

يخرج بها هوؤلء الأ�سخا�س من الغرفة؟ 
تجل�س  بحيث  م�ستقيم،  ب�سكل  ترتيب جل�ستهم  يُراد  �سيدة طفل،  مع كل  �سيدات،   ت�سع   )8  

ال�سيدات متجاورات والأطفال متجاورين. بكم طريقة  يمكن اأن يجل�سوا؟
يّة مختلفة اإلى �سديقاتها ال�سبع للتهنئة بحلول عيد الفطر  اأرادت �سلمى اإر�سال 7 ر�سائل ن�سّ  )9  

ال�سعيد، ما عدد الطرق التي يمكن لها من خلالها اإر�سال هذه الر�سائل ل�سديقاتها؟

    تمارين و مسائل
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واأراد �ساحب  اŸطاعم  اأحد  ا ‘  �سخ�سً اجتمع ع�öون 
اŸطعم تقدË ثلاç جوائز تلفة لثلاثة اأ�سخا�س من اŸوجودين 
فو�سع بطاقات –مل اأرقام مقاعد ا◊ا�öين ‘ �سندوق وقام 
ب�سحب ثلاç بطاقات على التوا›، ما عدد الطرق التي Áكن 

اأن يختار بها �ساحب اŸطعم البطاقات الثلاç؟

                     النتاجات
• تتعرف التباديل.

• ت�ستخدم التباديل في حلّ م�سائل حياتية.

Permutation                                      التباديل الفصل الثالث

     مثال )١(

د و Lما∫ �لتقاط UشوQة Lماعية ل¡a ,ºقاΩ �لمüشوQ بوVشع KÓKة مقاعد على  rع nيريد محمد و�ش
ا�ستقامة واحدة لت�سويرهم، ما عدد طرائق ترتيب جل�ستهم؟

الحل
هنال∂ ثلاثة مقاعد وثلاثة اأ�سخا�س، يمكن اأن يكون محمد في المنت�سف وعلى يمينه �سعد وعلى 
ي�ساره جمال ويمكن اأن يكون محمد في المنت�سف وعلى ي�ساره �سعد وعلى يمينه جمال، فتكون 

ال�سورة الأولى مختلفة عن ال�سورة الثانية.
بذل∂ تكون التراتيب المختلفة لل�سورة هي:

�سعد، محمد، جمال 
�سعد، جمال، محمد
محمد، �سعد، جمال
محمد، جمال، �سعد
جمال، محمد، �سعد
جمال، �سعد، محمد
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اوطريقة الترتيب  وكل واحدة من هذه ال�سور تختلف عن الأخرى ولذل∂ يعتبر فيها الترتيب مهمًّ
هذه ت�سمى التباديل.

Jعريف التبادل 
ا.  اإذا ” اختيار عنا�ö عددها ر من ‹موعة عدد عنا�öها ن بحيث يكون ترتيب الختيار مهمًّ

فاإن هذا الختيار ي�سمى تباديل.
ويُرمز لعددها بالرمز ل)ن، ر(  حيث ن ، ر عددان طبيعيان،   0≤ ر≤ ن

)ن-ر(! ن!و يكون ل)ن، ر( = 

 تدريب )١(

ما عدد طرق اختيار لجنة ثنائية مِنْ ع�سرة طلاب بحيث يكون اأحدهم قائدًا لل�سف والآخر 
م�ساعدًا له؟

     مثال )2(

 بكم طريقة يمكن تكوين عدد مكوّن من منزلتين مختلفتين من مجموعة الأرقام }5،3،2،8{
الحل

العدد مكون من منزلتين والترتيب فيها مهم فالعدد 35 يختلف عن العدد 53، وبذل∂ يكون 
2!              )تعريف التباديل(

!4 عدد الختيارات هو: ل) 4، 2( = 

)تعريف الم�سروب(
            !1×2

!1×2×3×4
 
 =  

= 4×3                             ) اخت�سار(   
12 =  
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و يمكن حلّ المثال بطريقة اأخرى با�ستخدام مبداأ العد:
يتم اختيار منزلة الآحاد  واأمامها 4 اختيارات، ثم منزلة الع�سرات واأمامهـا 3 اختيارات فيكون 

الناتج: 4 × 3 =12
ويمكن ح�ساب ل)ن ، ر( بطريقة اأخرى على النحو الآتي:

)تعريف التباديل(
)ن-ر(!                

ن! ل)ن، ر( = 

)ن-ر(!          )تعريف الم�سروب(
ن×)ن-1(×ن-2(×........×)ن-)ر-1((×)ن-ر(!

 = 
 = ن × )ن-1(×)ن-2(×.........×)ن- ر+1(                     )تب�سيط(

ويمكن اعتماد النتيجة ال�سابقة في حل التباديل.

     مثال )3(

 اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:
3(   ل)8 ،3( 2(   ل)5، 3(     ل)5، 2(    )1

5(   ل)7، 2(  ل)6، 4(   )4

الحل
)5-2(!                     )تعريف التباديل(

!5 ل)2،5( =   )1

)تعريف الم�سروب(
                 !3

!3×4×5  = 
 = 5× 4 =20                   )اخت�سار(

)5-3(!                  )تعريف التباديل(
!5 2(  ل)5، 3( =   

)تعريف الم�سروب(
                                  !2

!2×3×4×5 =
= 5×4×3                               )اخت�سار(

60 =
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)8-3(!                 )تعريف التباديل(
!8 ل)8 ، 3( =   )3

)تعريف الم�سروب(
               !5

!5×6×7×8 =
= 8×7×6                 )اخت�سار(

336 =
)تعريف التباديل(

                 !)4-6(
!6 ل)6، 4( =   )4

)تعريف الم�سروب(
             !2

!2*3×4×5×6  =
= 6×5×4*3= 360                                 )اخت�سار(

)تعريف التباديل(
                 !)2-7(

!7 ل)7، 2( =   )5

)تعريف الم�سروب(
                !5

!5×6×7 =
= 42                )اخت�سار(

     مثال )4(

اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:
3(   ل)4  ، 4(  2(   ل) 4 ، 1(     ل)4 ، 0(    )1
6(   ل) 7 ، 7( 5(   ل) 7 ، 1(    4(  ل)7 ، 0( 

الحل
1 =  !4

!4  =
 !)0-4(

!4 ل) 4 ، 0( =   )1

4 = !3
!3×4  = !)1-4(

!4 ل)4 ، 1( =   )2

24= !4= 1
!4  =  !0

!4   =
 !)4-4(

!4 ل)4 ، 4(=   )3

1 =  !7
!7   = !)0-7(

!7 ل)7 ، 0(=   )4
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7 =  !6
!6×7  = !)1-7(

!7 ل)7 ، 1(  =   )5

5040= !7=
 1
!7  =  !0

!7   = !)7-7(
!7 ل ) 7 ، 7(=   )6

 تدريب )2(

اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:
2(    ل)100، 0(  ل)7، 3(      )1

4(    ل)20، 1(           5(   ل)20، 19( ل)8، 8(     )3

ΩاY لµصûب
ل)ن، ن(= ن!              ل)ن، ن-1( = ن!

ل)ن، 1(= ن
ل)ن، 0( =1

     مثال )٥(

يريد  خم�سة اأ�سخا�س الجلو�س حول طاولة م�ستديرة، ما عدد الطرائق التي يمكن اأن يجل�س بها 
هوؤلء الأ�سخا�س في كلm من الحالت الآتية:

Oون وVشع �أ… Tشرط على Wريقة Lلو�ش¡º؟  (1  
اإذا كان اأحدهم �سيجل�س بجوار باب الغرفة؟  )2  

الحل
نوع التبديل تبديل دائري.  )1  

 !(1-¿) ¬JاQياN دóY ريFاóيل الóالتب ΩاY لµصûهنا الخيارات 24 خيارًا، وب

¢ûbر ونا qµa
ادّعى �سمير اأنّ:     ل)ن ، ن( = ل ) ن ، ن-1( 

ناق�س ادّعائه مبررًا اإجابت∂ من خلال تقديم اأمثلة.
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     مثال )٦(

ا�ستخدم الآلة الحا�سبة لإيجاد قيمة ل) 8 ، 6(.

الحل
Pr ا�سغط على              ثم                ثم                   ثم                 ثم              فيظهر  على ال�سا�سة

 Q�وéب ¢UاîشTلو�¢ �أحد �لاأL شرطT شعVو  (2  
�لÑاÜ يéعg πنال∂ نق£ة مرLع و �أ… Tشرط 
للتبديل الخطي  التبديل  النوع يعيد  من هذا 
) على ا�ستقامة واحدة( فيكون الجواب هو 

ل)5، 5( =5! 

 تدريب )3(

يُراد ت�سميم لعبة للاأطفال مكونة من دولب دائري مق�سم اإلى �ستة  اأجزاء يراد تلوينها    )1
ب�ستة األوان مختلفة )جميع الدواليب لها الألوان نف�سها(، ما عدد الطرق المتاحة اأمام 

الم�سنع للاإنتاج في الحالت الآتية: 
�PE� لº يكT øشرط على ترتيÖ �لاألو�ن.   (2

اإذا كان هنال∂ موؤ�سر يجب اأن يكون عند اللون الأحمر.  )3

 تدريب )4(

ا�ستخدم الآلة الحا�سبة في اإيجاد قيمة كلٍّ مما ياأتي:
2(   ل)10 ، 4( ل)9 ، 6(    )1
4(   ل)12 ، 7( ل) 11 ، 8(   )3

86

Pr20160

ºsعلJºsعلJºsعلJ
  الأ�سخا�س 

n
ل�ــس  nري: كيفما جFاóي``ل الóالتب

حــول طاولــة م�ستديــرة، فــاإنّ خيــارات 
ا÷لو�س تبقى نف�سها وهذا يُ�سْبه “امًا عملية 
ترتيب خم�سة اأعداد على دائرة معيّنة، وما 
ينطبقُ على خم�سة اأ�سخا�س ينطبقُ على اأي 

عددm من الأ�سخا�س.
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    تمارين و مسائل
اح�سب قيمة كُلٍّ مما ياأتي:   )1

ل ) 10، 5 (      ب(   ل ) 15، 1(  اأ   ( 
د  (   ل ) 100، 99( ل )14، 0 (    جـ( 

ل ) 25، 25(  هـ( 
جد قيمة  ن التي تحقق كُلٍّ مما ياأتي:   )2

ل )ن، 2( =90  اأ   ( 
 ب(  ل )ن، 4( = 7920

ل )ن، 4( = 12ل )ن، 2( جـ( 
ل )ن2 +1 ، 3( = 10 ن ل)ن+1 ، 3( د  ( 

جد قيمة ر التي تحقق ما ياأتي:   )3
 ل )7، ر(= 840

يريد �سخ�س اختيار كلمة �سر لأحد المواقع الإلكترونية، ما عدد الخيارات اأمام هذا ال�سخ�س    )4
في كلٍّ من الحالت الآتية:

اإذا كانت كلمة ال�سر مكونة من ثلاثة اأحرف مختلفة من اللغة العربية يتبعها ثلاثة اأرقام.  اأ   ( 
اإذا كانت كلمة ال�سر مكونة من ثلاثة اأحرف مختلفة من اللغة العربية يتبعها ثلاثة اأرقام   ب( 

مختلفة.
بكم طريقة يمكن تكوين عدد مكوّن من 3 منازل مختلفة من مجموعة الأرقام} 9، 5، 7،    )5

4،3{؟
بكم طريقة يمكن تكوين كلمة مكوّنة من اأربعة اأحرف مختلفة من مجموعة الحروف } و،    )6

ج، د،ع، هـ، �س،�س{ بحيث لا ي�شترط �أن يكون للكلمة معنى؟
بكم طريقة يمكن ت�سكيل لجنة ثلاثية مكونة من رئي�س ونائب للرئي�س واأمين �سندوق من    )7

ا؟  بين ع�سرين �سخ�سً
حُلّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.   )8
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ما عدد الطرائق التي Áكن �سلوكها للو�سول من اŸدينة 
) اأ ( اإلى اŸدينة )ب( من خلال تخطيط ال�سوارع اŸو�سح 
ال�سمال و  باأن ا◊ركة باŒاهي  ال�سكل )6-4( علمًا   ‘

ال�öق فقط؟ 

                     النتاجات
• تتعرف التوافيق.

• ت�ستخدم التوافيق في حلّ م�سائل حياتية.

Combinations                                                     التوافيق الفصل الرابع

     مثال )١(

 بكم طريقة يمكن �سحب كرتين معًا من �سندوق يحتوي على ثلاç كرات مرقمة 1 ، 2 ، 3؟
الحل

ا اأي اأنَّ �سحب الكرتين  1 ، 2 معًا نف�س �سحب  للح�سول على الكرتين معًا فلن يكون الترتيب مهمًّ
الكرتين 2 ، 1 معًا وبذل∂ تكون الخيارات لعملية ال�سحب هي:2،1  ، 3،1 ، 3،2.

الحالت التي يكون الترتيب فيها غير مهم ن�ستخدم ما يُ�سمى بالتواaي≤،و في ما ياأتي نورد تعريف 
التوافيق و قاعدة اإيجادها:

التواaي≤    
مهم   Òغ فيها  الترتيب  كان  اإذا  ن  عنا�öها  عدد  ‹موعة  من  عن�öًا  ر  اختيار  طرائق  عدد  هي 

والتكرار غÒ م�سموح به.
وتُقراأ )ن فوق ر( حيث ن، ر عددان طبيعيان ، 0 ≤ ر ≤ ن، 

 
،
 

ن
ر  

ويرمز لها بالرمز

)ن-ر(!×ر!
ن!

 
ر! =

ل)ن ، ر(  =
 

ن
ر وتُعطى بالقاعدة الآتية:  

اأال�سكل )4-6(.

ب
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     مثال )2(

جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:
      

8
3   )2                        

7
5  )1  

الحل
)تعريف التوافيق(

              !5×!)5-7(
!7  =  

7
5   )1

)تعريف الم�سروب(
                !5×1×2

!5×6×7
 
=         

         = 7×3=21               )اخت�سار(
)تعريف التوافيق(

               !3×!)3-8(
!8  =  

8
3   )2

)تعريف الم�سروب(
                1×2×3×!5

!5×6×7×8  =        
        = 8×7                                     )اخت�سار(

  56 =        
     مثال )3(

جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:

 
9
8  )4                 

8
7  )3             

9
1  )2              

8
1  )1 

الحل

8 =
 1×!7

!7×8  =
 !1×!)1-8(

!8   = 
8
1   )1

9 =
 1×!8

!8×9  =
 !1×!)1-9(

!9   = 
9
1   )2

8 =
 !7×1

!7×8  =
 !7×!)7-8(

!8   = 
8
7  )3

9 =
 !8×!1

!8×9  =
 !8×!)8-9(

!9   = 
9
8  )4

ماذا ت�ستنتج؟
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     مثال )4(

جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:

 
8
0  )4                 

8
8  )3             

7
0  )2              

7
7  )1 

الحل

1 =
 !0×!7

!7  =
 !)7-7(!7

!7   = 
7
7   )1

1 =
 !7×!0

!7  =
 !)0-7(!0

!7   = 
7
0   )2

1 =
 !0×!8

!8  =
 !)8-8(!8

!8   = 
8
8  )3

1 =
 !8×!0

!8  =
 !)0-8(!0

!8   = 
8
0  )4

ماذا ت�ستنتج؟

 تدريب )١(

جد قيمة كلٍّ مما ياأتي:
25
1  )4                      18

17  )3                   
9
6  )2                10

8  )1

25
0  )7                   

6
3  )6             

128
128  )5 

ناق�س مع زملائ∂ �سحة العبارات الآتية:
 = ن

ن
ن-1  =  

ن
1   )1

1 = 
ن
0  = 

ن
ن   )2

¢ûbر ونا qµa
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1
1  + 

1
0

 
2
2  + 

2
1  + 

2
0  

 
3
3  + 

3
2  + 

3
1  + 

3
0  

4
4  + 

4
3  + 4

2  + 
4
1  + 

4
0

5
5  + 

5
4  + 

5
3  + 

5
2  + 

5
1  +  

5
0

11 =
2 =

4 =

8 =

16 =

32 =

 1               1
1          2          1

1          3          3          1
1         4         6         4         1

1        5        10        10        5        1

1

لحظ اأنه يمكن ح�ساب التوافيق با�ستخدام مثلث با�سكال انظر ال�سكل)6-5/ اأ (

ال�سكل )6-5/ اأ (.

ال�سكل )6-5/ب(.

قارن هذا ال�سكل مع ال�سكل )6-5/ ب( و اأجب عن
الأ�سئلة الآتية:

قارن المدخلات المتناظرة في ال�سكلين  )1
          ماذا تلاحظ؟

قارن المدخل الأول بالمدخل الأخير   )2
         في كل �سف من �سفوف المثلث 

         في ال�سكل)6-5/ب(، ماذا تلاحظ؟
قارن المدخل الثاني بالمدخل قبل  )3

         الأخير في كل �سف من �سفوف ال�سكل)6-5/ ب(، ماذا تلاحظ؟
عبر عن مدخلات كل �سف من �سفوف المثلث م�ستخدمًا رمز المجموع.  )4

رمز  م�ستخدمًا  مت�سل�سلة  �سكل  على  المثلث  �سفوف  من  �سف  كل  جمع  نواتج  اكتب   )5
المجموع.



305

اإذا اأجبت اإجابة �سحيحة عن الأ�سئلة ال�سابقة تكون قد ح�سلت على النتائج الآتية:
       

ن
ن-ر   =  

ن
ر  = ن            

ن
ن-1   =  

ن
1          1 = 

ن
0  = 

ن
ن  

= 2ن.
 

ن

ر= 0

ن
ن-ر

كما اأنَّ∂ �ستجد اأنَّ الحد العام للمت�سل�سلة هو: 2ن.
اإيجاد  ح كيفية  يو�سّ الآتي  ما لنهاية، وال�سكل  اإلى  يمتد  با�سكال  اأن مثلث  بالذكر  الجدير  من 

ال�سف ال�سابع: 

 تدريب )2(

جد عنا�سر ال�سف الثامن

     مثال )٥(

اأ  التي يمكن �سلوكها للو�سول من المدينة  كم عدد الطرائق 
اإلى المدينة ب من خلال الترتيب التالي لل�سوارع علمًا باأن∂ 

ل ت�ستطيع التحر∑ اإل باتجاهي ال�سمال وال�سرق فقط؟

الحل
عدد الطرائق = 20 طريقة 
وبا�ستخدام مثلث با�سكال 

يكون الحل كما في ال�سكل 
المجاور.

111

1

1

1

20

10

4

10

6

3

4

3

2

اأ

ب

ال�سكل )6-6(.

 ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما ∂Jاأ�صف لمعلوما
مثلــث  علــى  ح�ســل  مــن  اأول 
با�ســكال هــو عا⁄ عربــي م�سلم 
ا�سمه  مد بن ا◊�سن الكرخي، 
لكنــه �سمــم اŸثلث مثلــث قائم 
الزاويةوهذه �سورة اŸثلث الذي 
�سممــه الكرخــي. اأمــا مثلــث 
با�ســكال فهو اŸثلــث نف�سه لكنه 

 .Úمتطابق ال�سلع

�سورة Ÿثلث الكرخي.

+ + + + +

ال�سف  ال�ساد�س              1                 5              10            10              5                 1                     

ال�سف ال�سابع        1                6               15            20            15               6                1 
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     مثال )٦(

ما عدد طرائق تكوين لجنة ت�سم 5 رجال و 6 �سيدات من �سمن مجموعة اأ�سخا�س مكونة من 
8 رجال و 10 �سيدات؟

الحل
لحظ اأنَّ التnرتيب غير مهم لذا يكون الحل كالآتي:

11760= 210 × 56 = 
10
6  × 

8
5 عدد الطرق   = 

 تدريب )3(

جد عدد طرق اختيار لجنة خما�سية من 7 رجال و 6 �سيداتm ، في كلٍّ من الحالت 
الآتية:

ت�سم اللجنة ثلاثة رجال على الأقل. ت�سم اللجنة 3 �سيدات و رجلين.        2(   )1 
3( رئي�س اللجنة ونائبه من الرجال و الباقي �سيدات.

     مثال )٧(

 
8
5 ا�ستخدم الآلة الحا�سبة لإيجاد 

الحل
 = ا�سغط على              ثم                 ثم                    ثم                   ثم    

56  فيظهر على ال�سا�سة  

 تدريب )4(

ا�ستخدم الآلة الحا�سبة في اإيجاد:
13
8  )4                 

11
4  )3                  12

7   )2                 13
5  )1   

5 nCr shift 8
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    تمارين و مسائل

اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:  )1  

 
9
6 18                      د( 

18                  جـ( 
9
1 13   ب(   

5  اأ  ( 

اثبت اأن:  )2  

 = ن2         ن<2
ن+1

2  +  
ن
2         

اح�سب قيمة ن في الحالة الآتية:  )3  

325 =  
ن
2   = 56          ب( 

ن
3 اأ  (  

ما عدد المثلثات التي يمكن ت�سكيلها من بين 6 نقاط لا تقع على ��شتقامة و�حدة؟  )4  

امتحان مكون من 10 اأ�سئلة مق�سمة اإلى ق�سمين كل ق�سم مكون من 5 اأ�سئلة، المطلوب   )5  
من الطلبة اإجابة ما مجموعهُ 6 اأ�سئلة من الق�سمين بحيث يجيب على الأقل على �سوؤالين من 
الق�سم الأول، و�سوؤالين من الق�سم الثاني على الأقل، بكم طريقة يمكن اأنْ يجيب الطلبة عن 

الأ�سئلة؟

حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.  )6  

�سندوق يحتوي على 5 كرات بي�ساء و 3 كرات �سوداء واأربع كرات حمراء، بكم طريقة   )7  
يمكن �سحب 3 كرات معًا من ال�سندوق اإذا كان من بين الكرات الم�سحوبة كرة واحدة 

�سوداء على الأقل؟
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اح�سب قيمة كلٍّ مما ياأتي:  )1  
10                     جـ( 8!

7 ب(  ل)6 ، 2(    اأ   ( 
ب�سط المقادير الآتية:  )2  

ن!
)ن-1(!       ب( )ن+1(! - ن!

)ن+1(! + ن!- )ن-1(!
 
 اأ   (

اح�سب قيمة ن في ما ياأتي ، حيث ن عدد �سحيح موجب:  )3  

ن! =336
)ن+3(!   = 78                         ب( 

ن
2  اأ   ( 

اح�سب قيمة  ر  في ما ياأتي:  )4  

 
11

ر-1  = 
11
ر2

اثبت كل مما ياأتي:   )5  
  = ن2          ن <2 

ن+1
ن-1   +  

ن
ن-2  اأ   ( 

ل)ن+1، ر( = ل) ن ، ر( + ر ل) ن، ر-1(  ب( 
:  n ّاأثبت اأن  )6  

ن-1 = ) ن – 1(2
3  -    

ن+1
3

 49 =  
ن-1

3  - 
ن+1

3 ثم اح�سب قيم ن في الحالة الآتية:  
بكم طريقة يمكن اإر�سال 4 ر�سائل عبر اأربع �سناديق بريد بحيث يو�سع في كل �سندوق   )7  

ر�سالة؟
في الم�سلع المنتظم القطعة الوا�سلة بين راأ�سين غير متجاورين ت�سمى قُطراً لل�سكل، ما   )8  

عدد اأقطار الم�سلع ال�سباعي؟
9(   �سندوق يحتوي على  بطاقات مرقمة من 1-11، اإذا �سُحبnت بطاقتان معًا ع�سوائيًّا، ما 

عدد طرائق اختيار البطاقتين بحيث يكون مجموع العددين الظاهرين فرديًّا؟

أسئلة الوحدة
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 Ö°ùMG ,º«≤à°ùe §îH áÑJôe óYÉ≤e 10 ≈∏Y ¢Sƒ∏édG  ¿hójôj  äÉ«àa  5h ¿É«Ñ°U5 (10
 :á«JB’G ä’ÉëdG øe xπc »a áæµªªdG ≥FGô£dG OóY
.¢Sƒ∏édG »a QÉ«àN’G ájôM á«Ñ°üdG »£YCG GPEG  (   CG

 .äGQhÉéàe äÉ«àØdG h øjQhÉéàe á«Ñ°üdG ¢Sƒ∏L ∫ÉM »a  (Ü
.¬àNCG QGƒéH ¢Sƒ∏édG ñCG πc OGQCG h âNCG ¬d º¡æe »Ñ°U πc ¿CG âª∏Y GPEG  (`L

:áë«ë°U á«JB’G IQÉÑ©dG π©éJ »àdG Q , ¿ º«b Ö°ùMG  (11

 
¿
Q  = ( Q , ¿)∫

 
1 -¿
1 - Q   -  

Q -¿
Q  =  

¿
Q  q¿CG âÑKCG  (12

 Ö«JôJ ∞∏àîj å«ëH êPÉªf πªY ºq∏©e OGQCG Oó©àe øe QÉ«àN’G ´ƒf øe QÉÑàNG »a  (13
 OóY πbCG Éªa 26 áÑ∏£dG OóY ¿Éc GPEG øjôNB’G áÑ∏£dG øY ÖdÉW πc áëØ°U »a á∏Ä°SC’G

?•ô°ûdG Gòg ≥≤ë«d QÉÑàN’G ¬æe ¿ƒµàj ¿CG Öéj á∏Ä°SC’G øe
 øe  É¡∏«µ°ûJ  øµªj  »àdG  äÉª∏µdG  OóY  Ée  ,áª∏c  πµ°ûj  ±ôMC’G  Ö«JôJ  ¿Éc  GPEG  (14

?∫OÉY áª∏c ±hôM
 ¢UÉî°TCG (10) ø«H øe á«°SÉªN áæéd π«µ°ûJ ` ájô«N áæéd ¢ù°SDƒe ƒgh - óªëe OGQCG  (15

?áæé∏dG √òg π«µ°ûJ øµªj á≤jôW ºµH ,ºgóMCG óªëe ¿ƒµj ¿CG •ô°T ≈∏Y
?±Q ≈∏Y áYƒ°SƒªdG √òg Ö«JôJ øµªj á≤jôW ºµH ,AGõLCG (8) øe áfƒµe áYƒ°Sƒe  (16

 å«ëH Ωó≤dG Iôµd ÉvjQhO á©eÉédG âeÉbCG  ,á«∏c nIô°ûY »àæKG   äÉ©eÉédG ióMEG º°†J  (17
?ΩÉ≤à°S »àdG äÉjQÉÑªdG OóY Ée ,≥jôa á«∏c πc πãªj

 ,ÜÉàc ,º∏b) ô°UÉæY áKÓK øe áfƒµe IõFÉL Ωó≤J å«ëH É¡HÓW ICÉaÉµe ójôJ áª∏©e  (18
 ¿ÉYƒfh áØ∏àîe Öàc á©HQCGh ,ΩÓbC’G øe áØ∏àîe ´GƒfCG áKÓK ∂dÉæg ¿Éc GPEG (áª∏≤e

?IõFÉédG ô«°†ëJ áª∏©ª∏d øµªj á≤jôW ºµH ,ºdÉ≤ªdG øe ¿ÉØ∏àîe
 º«≤à°ùe πµ°ûH É¡aƒbh ¬æµªj á≤jôW ºµH ,Qƒªf 5h Oƒ°SCG 4 ¬jód äÉfGƒ«M ÜQóe  (19
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بحيث ل يكون اأ�سدان بجوار بع�سهما اأو نمران بجوار بع�سهما؟
20(  يتكوّن هذا ال�سوؤال من )3( فقرات من نوع اختيار من متعدد، لكل فقرة )4( بدائل، 

واحد منها فقط �سحيح، �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:

)1(* اإذا كان ن  عددًا �سحيحًا موجبًا بحيث ن<1 اأي مما ياأتي ل ي�ساوي 1:

 
ن
ن ب(   اأ   (  )ن- ن(!   

 
ن
0 ل)ن،ن(               د (   جـ( 

: 
6
5 اأي مما ياأتي ل ي�ساوي    )2(

 
6
5 6!             د(  

ل)5،6(                جـ(  
6
1 5!)6-5(!     ب(  

!6 اأ  ( 

ثلاثة كتب  nاأربعة كتب علمية، و )3( بكم طريقة يمكن ترتيب خم�سة كتب ثقافية، 
دينية، على رف واحد بحيث تكون الكتب ذات النوع الواحد بجانب بع�سها.

اأ   (  5!×4!×3!×3!                    ب( 5!×4!×3!
جـ(  )5!×4!×3!(×3                   د  ( 5×4×3×3

* ال�سوؤال من اأ�سئلة الختبارات الدولية.
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2 - وزارة التربية والتعليم، )2007(، كتاب الريا�صات لل�صف الأول الثانوي العلمي، الطبعة الأولى.

3 - د. عبد العزيز هيكل، د. فاروق عبد العظيم، )1978(، مبادئ في الريا�صيات.
4 - د. عدنان عو�س، )1982(، الريا�صيات العامة، الطبعة الثانية. 

ثانيًاا: المراجع الأجنبية
1- Demona Waits. and others, (2006); Precalculus; 7th Edition.

2- Smedley and Wisemen, (2004); Mathematics Standard level.   

3- Fabio Cirrito, (2007); Mathematics Higher level (Core); 3rd Edition.

4- Pelma Vollmar  and others; Mathematics for the International Student; 2nd Edition.



تـمَّ بحمدِ الِله


	cover math 11 elmi SFS
	cover math 11 elmi PQ

	math class 11 elmi SFS
	math class 11 elmi PQ
	1-47 Riadiat C11 3lmy
	48-111
	112-150
	151-211
	212 - 281
	282-312 Riadiat C11 3lmy





